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Proff. S. Caprara, I. Giardina e F. Sciortino

Si consideri un gas costituito da N particelle identiche classiche, di massa m, non interagenti,
confinate in un volume L”, dove D (intero positivo) & la dimensione dello spazio. Ogni particella
ha un grado di liberta interno o, che puo assumere valori 0 e 1 (3 stati). L’Hamiltoniana di singola
particella e

2

H(p, 7o) = 2p—m+oeo,

dove p’e 7 sono vettori di uno spazio di dimensione D e ¢y > 0.

1. [3 punti] Calcolare ’energia libera del gas.

2. [3 punti] Indicando con N, il numero di particelle con grado di liberta interno o, quanto vale
il rapporto A],Vf’fill? Esiste una temperatura a cui Nyo—1 = No—_17

3. [4 punti] Se ey = 0, l'entropia del gas & maggiore, minore o uguale all’entropia di un sistema

di particelle con un solo stato ¢ = 0?7 Dimostrare la risposta.

Assumiamo ora che le particelle siano bosoni, che o = 0, £1 indichi gli stati di spin (3 stati).

4. [4 punti] Determinare il valore Dy tale che esiste condensazione di Bose-Einstein per D > Dy.

5. [3 punti] Qual & la temperatura di condensazione nel limite exp(—feg) < 17

6. [3 punti] Per D = D qual ¢ il valore medio di o a T'= 0K? Qual ¢ il valore dell’energia per
particella a T'= 0K?

Assumiamo ora che le particelle siano fermioni, che D = 3, che o indichi gli stati di spin e che
esistano solo gli stati o = 1 (2 stati).

7. [4 punti] Calcolare quante particelle sono presenti nel sistema se 1’energia di Fermi ex = 0.
8. [3 punti] Calcolare il valore medio di o quando ep = 0.
9. [3 punti] Fissato a Ny il numero di particelle, per quale valore di ¢ si popola il primo stato

con 0 =1 aT =0K? Quanto vale er in questa condizione?

tz—l

Si ricordano le definizioni: I'(z) = [(* dtt*~'e™; ((2) = ﬁ =
Si suggerisce di indicare con p 1’angolo solido in D dimensioni (Q; = 2, Qs = 27, Q3 = 4, ...)



Risoluzione

particelle classiche

1. La funzione di partizione di una particella nel canonico si scrive (indicando con dPr e dPp
gli elementi di volume nello spazio a D dimensioni)

1 : D D._ _—BH 1 p(2mm b Be —Be
leh—DZ/d T/dpe = (75 [0 + 14 e ]

o=—1

e 'energia libera come (8 = 1/kgT)
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Se €9 > 0, Ny—y1 = N,—_1 solo a temperatura infinita. Se ¢y = 0, Ny—11 = N,—_1 a tutte
le temperature.

3. L’entropia ¢ maggiore, poiché la particella ha 3 stati invece che uno. Infatti, nel caso di 3
stati (e g = 0)

1 D
Z,(3) = h% > / d’r / dPpe™ P = h%LD (T) (3]

o=—1

mentre nel caso di 1 stato

D
Z1(1) = h%/dDr/dee_BHh%LD (7;) [1].

Quindi la variazione di energia libera &

Z1(3)
y Z1(2)
Dunque
AS = Nkgln3



Bosoni

Dobbiamo calcolare la densita degli stati. Prima, pero, guardiamo come si esprime Yintegrale
sulle variabili angolari di d”p, espresso nella variabile ¢t = p?/2m. Indicando con Qp I’angolo
solido in D dimensioni (2 = 2,y = 27, Q3 = 47), si ha

2 —
/ dPp = QppP~tdp = mQDpD*2d2P; = mQD(th)¥dt.
Q m

Da qui
1
1
o=-—1
LP —2 [ -
- ﬁmQD(2m>¥/ AE4572 [5(t — e — €) + 6(t — €) + 6(t + e — €)] =
0
LP D2 D2 D2 D-2
= h—DmQD(2m) 2 [(e +e) 2 Oete)+e 2 O(e)+(e—e€) 2 O(e— eo)} .
I tre termini indicano rispettivamente i contributi di ¢ = —1, ¢ =0 e 0 = 4+1. Lo stato con
energia minore ha € = —e¢.

Per capire se esiste condensazione di BE calcoliamo

[ gl
N = [m eBleten) — 1d€

e, focalizzandoci solo sul termine con una eventuale divergenza per € = —¢q

LP D—2 o0 (6 + 60)¥
hTmQD(Qm) 2 /EO 7eﬁ(€+60) — 1d€,

. . 7D_2 —
osserviamo che I'integrando per € =~ €g scala come (€ +¢g) 2

Quindi, in D = 1 scala come (e + ¢9) ™%/, in D = 2 scala come (¢ + €)~* ed in D = 3 scala
come (€ + eg) /2. Concludiamo dunque che Dy = 3.

. Nel limite exp(—fey) < 1 (kT < €p), solo gli stati ¢ = —1 sono popolati. Quindi possiamo
approssimare

LD D—2 D-—2
gle) =~ h—DmQD(Qm)T(e +¢0) 2 b(e+e€o)

D—2

LD D—2 o0 (€—|—€0) 2
N = ﬁmQD(Qm) 2 /;eo Wde

Cambiando variabile, z = 3(e + €), si ha

LP 2 b = g LP 2 b D D
N:h—DmQD(Zm)¥,@‘D22_1/ T dr = ymQp(em) T s T () (),
o €er—1 h 2




che consente di risolvere per la Tpr di BE (con D > D)

2/D
nT hPN /
BLBE = D—2
LPmQp(2m)~= I'(2) ()

. A T = 0K tutte le particelle staranno nello stato di piu bassa energia, quindi < ¢ >= —1 e

< E> /N = —€g.

Fermioni
Nel caso dei fermioni, g(e) non ha il termine o = 0, quindi
LD —2 —2 -2
g(e) = h—DmQD(2m)DT [(e + EO)DT@(G +e0) + (e — eo)DTH(e — 60)}

. Se e = 0, sono popolati solo gli stati con 0 = —1. Quindi

D D-—2 D—2
g(e) = %WQD(ZWL)T [(e +e) 2 O(e+ eo)}

e
N = N g(e)de = h—imQD(Zm)¥ /O (e + 6())¥ de = i—ngD@m)% /OEU 77 du,
—eo .
da cui per D =Dy =3
Do -2 q
. Anche qui, < 0 >= —1, poiché per er = 0 solo gli stati con energia negativa sono popolati.
. Il primo stato con o = 1 si popola quando ex = €. Quindi,
No = /EF g(e)de = i—zmQD(Qm)¥ /EO (e+¢€) 7 de = i—ngD(Qm)¥ /260 7T de,
—¢o —¢€o 0
da cui, per D = 3,

che fissa il valore di €y cercato:

B h2 % 2/3
O gz \ ar '



