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Si consideri un gas costituito da N particelle identiche, non interagenti, confinate nella regione di
spazio 0 < z < L, con hamiltoniana di singola particella.

H(p,7) = ep+ (2 + y?),

dove p = |p], 7 & il vettore di componenti cartesiane z, y, z, nel sistema di riferimento assegnato, ¢
e v sono parametri dimensionali strettamente positivi. Il sistema € in equilibrio a temperatura T'.

Nel caso di particella classiche:

1.

2.

[3 punti] Determinare 'energia interna per particella w.

[3 punti] Determinare la temperatura Tg alla quale la meta delle particelle si trova nella

regione di spazio p = /22 + 32 < R.

. [4 punti] Determinare la variazione di entropia per particella, As, se, alla temperatura Tr

trovata al punto precedente, tutto il gas viene compresso fino ad essere confinato nella regione

di spazio p = \/22 + 42 < R.

Nel caso di particelle quantistiche di spin S = O:

. [3 punti] Determinare la temperatura di condensazione Tp.
. [4 punti] Determinare ’energia interna per particella, u, alla temperatura T = T}, in funzione
g 2
di Tp.
. [3 punti] Determinare la temperatura Tj/, alla quale la meta delle particelle si trova nel

condensato, in funzione di Tj.

Nel caso di particelle quantistiche di spin S = %, assumendo che il sistema si trovi a T = 0:

. [3 punti] Determinare ’energia di Fermi er in funzione del numero di particelle N.
. [4 punti] Determinare il valore medio di p in funzione di €p.

. [3 punti] Fissato R > 0, determinare il numero di particelle N tale che per N > Np com-

paiono nel sistema particelle la cui distanza dall’asse z ¢ p = /22 + y2 > R.

tz—l

Si ricordano le definizioni: T'(2) = [(“dtt*te™; ((2) = w5 [, dt L.

(2)

r
Valori utili: T'(4) = 6, T'(5) = 24, ¢(4) = I3 ~ 1.0823, ((5) ~ 1.0369.



Risoluzione

Particelle classiche
1. Posto B = (kpT) ™!, la funzione di partizione di una particella &
1 3213 = —BH(P,7) Ar*L [ 2 —Bc > —Bys
Z1=ﬁ/dpdre p :Todppe podse v,

dove nell’integrale su 7' si sono adottate coordinate cilindriche e si e fatto il cambio di variabile
s = z? + 2. Gli integrali sono elementari e si trova
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e Z=2N/N'~ (eZ,/N)N.
L’energia libera di Helmoltz ¢
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F=—kpThZ=NkpTh— 1"
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1 0BF
= 9 _ gkpT.
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2. Posto Br = (kpTgr) ™!, la condizione per determinare T &
R2
dse Prys 9
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3. La variazione di energia libera e
AF = —NkgTln (1 _ e*BW) ,

quindi
As =

—BYR? 2
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Posto T' = Tg e usando ’espressione per Tg trovata al punto precedente, si trova

As = —kpln4.



Bosoni

4. Calcoliamo per iniziare la densita degli stati (con degenerazione di spin g5 = 1)

1 An?g,
G(E):gsﬁ/df'dﬁ(;[ﬁfﬂ(ﬁ_’ = ﬂg / dpp/ dsd(e — cp — vs),

dove si & nuovamente posto s = 22 + y2. Si trova quindi

4729 L & 0(e)
3h3c3y ’

Gle) =

da cui ¢ evidente che I’energia minima di una particella e €,;, = 0. Per trovare la temperatura
di condensazione Ty, ponendo By = (kpTp) !, scriviamo

N = / 47r 29sL (kpTy)* /°° 23 &,
eﬁoE - 1 3h3c3y o € —1

L’integrale vale ¢(4)T'(4), ricordando che nel caso dei Bosoni di spin S = 0 si ha che g5 = 1,

si trova
T — 3h3c3yN 14 ~ 0.399 h3c3yN 14
BRIOT lameLc(r(@y| L '

5. Le particelle nel condensato hanno energia nulla, quindi, per T' < Ty, si ha

/ eG(e 47T gsL (kpT)? /°° 2 d

N — 1 3h3c3yN 0 € —1 =

Ricordando ’espressione di N in funzione di Ty e osservando che 'integrale vale {(5)I'(5), per
T < Ty, troviamo

¢(5)T(5) kpT®

U=t
C(AIrM) Ty
Sostituendo T' = %T 0, sl trova
¢(5)
u = FLBTO %01198,‘<&BTO
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6. Per T' < Tp, il numero di particelle fuori dal condensato e

N :/OO G(e) 4, _ 4m%9sL (rpT)" /Oo 2 o n(LY
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Allora,



Fermioni

7. In questo caso gs = 2, quindi, invertendo la relazione

2L €F 2 2L 4
sm H(EF)/ de = Qﬁ(ep)
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8. La densita degli stati congiunta che serve per rispondere alla domanda posta e

8m2L
G(e,p) = p?0(e — cp).
(€.0) = J 1 6(e — ep)
II valor medio cercato ¢
8m2L [°F o0
= — d dpp? (e —
P= 3N /., 6/0 pp” 0(e — cp),

Ricordando la relazione tra N e ’energia di Fermi, si ha

3 or 3e
P=—1 deet = —F7
cer Jo 5c

che equivale a % del valore massimo di p a T' = 0.

9. Fissata l'energia di Fermi ep, la distanza massima di una particella dall’asse z, pmax, € tale
che vp2 .. = €r. 1l problema posto si risolve ponendo ppax = R. Ricordando la relazione tra
N e ep, troviamo
22 L3 R8
Nep="-1"1
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