Corso di Meccanica Statistica - Compito del 12/02/2025
Proff. S. Caprara, I. Giardina e F. Sciortino

Si consideri un gas costituito da N particelle identiche classiche, di massa m, non interagenti,
confinate in una regione del piano xz che ha la forma di una striscia di larghezza L lungo z e
altezza H lungo z. Il sistema ¢ alla temperatura 7. L’Hamiltoniana di singola particella e

p?
H(p,T) = o +mgz,

dove p'e 7= (x, z) sono vettori di uno spazio di dimensione D =2, 0<z <L, 0<z < H, p=1p|,
e g > 0 e una costante dimensionale. Si tratta dunque un gas ideale bidimensionale in presenza di
un campo gravitazionale.

1.

2.

Si ricordano le definizioni: I'(2) = [~ dtt*~ e~ ((2) = 5 [;

[3 punti] Calcolare I'energia libera del sistema.

[4 punti] Calcolare la pressione (definita come forza su lunghezza, essendo il problema in
D = 2) alla base (z = 0) al centro (z = H/2) e in cima (z = H) alla striscia. Calcolare i
valori in z = 0 e z = H anche nel limite per H — oo.

. [3 punti] Calcolare il valore del potenziale chimico e dimostrare che & indipendente da z.

Assumiamo ora che le particelle siano bosoni con spin 1.

. [4 punti] Trovare la temperatura di condensazione Ty nel limite in cui kgTy < mgH.
. [2 punti] Trovare la probabilitd che una particella abbia z > % aT=0K.

. [4 punti] Calcolare la energia media per particella per T' = Tp, in funzione di Tj.

Assumiamo ora che le particelle siano fermioni con spin 1/2 e che ep < mgH.

[3 punti] Calcolare I'energia di Fermi ep.

. [3 punti] Calcolare il valore medio dell’energia per particella per T'= 0K, in funzione di ep.

. [4 punti] Calcolare l'altezza media di ogni particella, (z), per T = 0K, in funzione di ep.
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Risoluzione

Particelle classiche

1. Posto B = (kgT)~!, la funzione di partizione di singola particella &
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. Per calcolare la pressione ci ricordiamo che in un gas ideale in presenza di un campo es-
terno BP(xz,z) = p(x,z). Occorre dunque calcolare p(x, z). Definendo P(z,z) la densita di
probabilita di trovare la singola particella in x, z, si ha

p(z,z)dxdz = dN(z,z) = NP(x, z) dz dz,

plz,z) N e~ Pmgz _ Nmg e Fmoz
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La dipendenza da z ¢ data dal fattore e =#™9% che vale 1, e #79H/2 o=BmgH rigpettivamente,
alla base, al centro e in cima alla striscia. Nel limite H — oo,

P(z,z) =

Nﬁmg e—Bmgz

pz,2) = —F

. Anche nel caso del potenziale chimico, possiamo usare la formula per il gas ideale in un
campo esterno costante Vj, immaginando di risolvere il problema in uno specifico volumetto
del campione. Ricordando che, nel caso del gas ideale bidimensionale,

B =1n (pA?) + V4,

dove \2 = h?/(2rmkpT), troviamo

2
Bu(z, z) = In [p(a, 2)X*] + fmgz = In N»B%QA — Bmgz —In(1 — e ") + Bmgz =
2
In W —In(1 — e~ AmaH)y,

che non dipende da x e z, come deve essere visto che il potenziale chimico in un sistema
che scambia particelle deve essere lo stesso. Infatti, lo stesso risultato si trova calcolando
direttamente la derivata dell’energia libera A rispetto al numero di particelle N



Bosoni

Calcoliamo per iniziare la densita degli stati (con gs = 3)

e, con il cambio di variabili t = p?/(2m), y = mgz, dt = pdp/m,

_ 2mLgs mgH +oe onLg, [™91
- Ats(t+y— dy (e — ).
2 / / (t+ty—e) = 2 /O y0(e—y)

Notiamo per il seguito che
2mLmg,
gle, z) = Ts O(e — mgz).

Troviamo infine

o0 = 22 { [ avser 1= o= mory+ [ ayore- mgH>} -

2w Lgs
gh?
Notiamo che il primo termine inizia da ¢ = 0 mentre il secondo termine contribuisce solo per
e>mgH.

[eb(e) + (mgH —€) (e — mgH)] .

. Prima di tutto consideriamo il limite kgTy = By ' <« mgH. Questo vuol dire che potremo
trascurare gli stati con energia maggiore di mgH, cioe il secondo termine della g(e).

Per trovare la temperatura di condensazione Tj, essendo la minima energia €,,;, = 0, scriviamo

> gl(e) 2w Ly, /°° € 2w Lg,
N = de = de = T(2)¢(2
/0 eBoe _ 1 € gh2 0 eBoe — 1 € nghQ ( )C( )7

da cui, ricordando che I'(2) = 1,

Ngh? 1/2
]

Ty = | —9%
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. A T = 0K tutte le particelle sono nello stato fondamentale che ha energia e = 0. Quindi la
probabilita di trovare una particella in H/2 ¢ nulla.

. Per calcolare ’energia media per particella scriviamo

_ 2mLgs [ € _ 2mLygs
<E/N N / eﬁos — 1 Nth / oBoe _ 1 €= Nﬁg’ghQ F(3)C(3)
e, sostituendo 'espressione per N in funzione di Tp, troviamo
['(3)¢(3) 2¢(3)
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Fermioni

In questo caso gs = 2, e ricordiamo che ep < mgH.

e 2rLgs [F wLgs o
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h,2N 1/2
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mwLgs
8. L’energia media per particella &

er 2nLgs [T , 2nLgs 4
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da cui

e, sostituendo ’espressione per N in funzione di €g, troviamo
2
(E/N) = 36 P

9. Avevamo trovato sopra che

2w Lmgs
T

1 €ER H
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Per € < ep < mgH possiamo porre 0(e — mgH) = 0 sotto il segno di integrale, quindi

A Ty Ad
<Z> = W@(e}?)/(; dee” = ———.

g(e, 2) 0(e —mgz) = AbB(e — myz),

quindi

Sostituendo l’espressione per N in funzione di ep, troviamo

(7) = ==

~ 3mg’

Cio implica che I'energia potenziale media di una particella & mg(z) = %e .



