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Si consideri un gas costituito da N particelle identiche, di massa m, non interagenti, in equilib-
rio con un termostato alla temperatura 7', vincolate a muoversi su un piano (2 dimensioni), con
Hamiltoniana di singola particella

p2

H(p,q) = o +V(q)

dove p = |pl, ¢ = |g], e il potenziale centrale &

0, per0<g<R,
Vig) =41 —Vb, perR<q<2R,
o0, pergq>2R.
con Vj costante e positiva.

Si assuma che le particelle siano descritte dalla fisica classica.

1. [4 punti] Calcolare I'entropia canonica S(T") e determinarne i limitiper ' — 0 e T' — oc.

2. [3 punti] Calcolare la pressione P (in 2 dimensioni, una forza per unita di lunghezza) per
qg=R/2.

3. [3 punti] Determinare la probabilita che n particelle, con n < N, abbiano energia potenziale
negativa. Determinare la media e la varianza di questa distribuzione.

Si assuma ora che le particelle siano bosoni con spin s = 0.

4. [3 punti] Discutere I'esistenza o meno della condensazione di Bose-Einstein e determinare,
se esiste, la temperatura di condensazione.

5. [4 punti] Determinare la relazione che lega il numero di particelle al potenziale chimico p(7")
e discutere i limiti7T — 0e T — oo.

6. [3 punti] Calcolare I'energia libera di Gibbs G neilimitiT — 0e T — oc.
Si assuma ora che le particelle siano fermioni con spin s = % eilgassitroviaT = 0K.

7. [3 punti] Calcolare I'energia di Fermi ey, in funzione di N.

8. [4 punti] Calcolare il valore medio dell'energia cinetica K = p?/2m di una particella, (K), in
funzione di ¢p.

9. [3 punti] Calcolare il numero di particelle nel sistema N.,.—¢ in corrispondenza del quale I'e-
nergia di Fermi e si annulla. Calcolare I'energia di Fermi quando N = 2N,

tz—l

Siricorda che I'(z) = [, dtt*~te™"; ((2) = o) fdth = a3 =—In(1-1)




Risoluzione
Particelle classiche

1. Iniziamo dalla funzione di partizione

1 Zie\ Y
ZNZN%(1> s

N1t N
con
1 1 R 2R 21 R?
_ = 7a—BH _ BVo | — BV
Zlfﬁ dp/dqe )\2</0 27quq+/R 2rqdqge “>)\22(1+39 0),
dove \? = % per cui
2m2mR?kgT 8V
== (1+3e"%0).
Adesso, detta A I'energia libera di Helmholtz, si ha
N
A=—-InZy =NIn—
B NzZn neZ1
e quindi
N
A= NkgTIn—.
B neZ1
Da qui
0A ez 8InZ1
T) = ——— = Nkgln ==+ + NkgT =
S( ) T kB n N + k}B aT
ez oInT  JlIn(1 + 3e%0)
= Nkgln—— + NkgT
anN_FkB{aT—i_ a7
B 71 35V, efvo

Per T — 0, i termini divergenti come 5V} provenienti dal primo e dal terzo termine tra le
parentesi tonde si cancellano esattamente, per cui
S(T) | mR2kgT
Nkp Nh?2

+0(1) - —o0.

Per T — oo, BV, tende a zero, e si trova

S(T) ~ | mR2kBT

Nkg N2 +0(1) = +oo.



2. Per calcolare la pressione per ¢ = R/2 dobbiamo determinare la densita corrispondente
La densita di probabilita che una particella sia a distanza ¢ &

q
- < < R,
2 (1+3e0) =1=

Pla) = gevo (1)
—=——— R<q<2R
L (1+3efW) I

Il numero di particella tra ¢ e ¢ + dq € dato da
dN(q) = NP(q) dg

e la corrispondente densita &
dN(q)

- 2mqdq’

p(q)

Perg=R/2
N

E = —-—
o) 7R*(1+3eP%)

e la pressione
NkgT

P(3)=ksTo(2) = T maii 1 309wy

3. Le particelle che hanno energia potenziale negativa sono quelle con R < ¢ < 2R. La proba-
bilita p che una particella a caso abbia R < ¢ < 2R &

2R BVo BVo
e 3 3e
= Pl)dg= - “R2__“""
p /R (q)dq 132 1+ 366‘/0) ) 14+ 3efVo

La probabilita che n particelle, con n < N, abbiano energia potenziale negativa & data dalla
distribuzione binomiale

_ N n _ N—n
() = () Jera—pr .
La media e la varianza della binomiale sono rispettivamente
(n)=Np, (n®) —(n)”> = Np(1—p).

4. Detta g, = 2s+1 la degenerazione di spin, calcoliamo la densita degli stati di singola particella

s 2 4mimgs [ o
90 =25 [2rqdy [ nap?s <§n+V(q) —e) =T [Cads [ aK 4V (00 -

m2m o0 2m 2
= A [ g0 = Vi) = TR 000) + 300+ Vo)l = Ol + 30(c + i)

_ 2n2mR?g,
dove C' = =9,



Per capire se esiste la condensazione di BE, dobbiamo guardare l'integrale per IV, dopo aver
sostituito u con enin = =V} € posto g; =1,

N’j/MGMw%)_1“‘3C/kbw&ﬂm_1d“+cé o —1 9¢

Il primo integrale diverge logaritmicamente nell’estremo inferiore, indicando che non & pre-
sente la condensazione di BE.

. Per trovare la relazione che lega il potenziale chimico al nhumero di particelle nel sistema
occorre scrivere I'espressione per N in cui la fugacita » = e®* appare in maniera esplicita,

N = ————de=3C —————de+C ———de.
/_ooeﬁﬁzflfl ‘ /_Voeﬁezll <t g €Pex"1—1 ‘

Cambiando variabile Se = t e sfruttando I'integrale suggerito nella nota al testo

oo

1 e 1
N =3CkpT ————dt + CkgT ———dt
B ./,BVO elz71 -1 + kB /0 etz-1—-1""
e con il cambio ulteriore t = y — 8V, nel primo integrale

e 1 o 1

= —3CkpTIn(1 — ze"*) — CkpTIn(1 — 2),

da cui Y
e T =(1-— zeﬁvﬂ)?’(l —2)

che fornisce la relazione cercata (con z = e°#).
Guardiamo ora i limiti per 7' — oo € T' — 0. Nel primo caso, ricordandoci che z — 0,

—#N _ \4 ~ _ ~ _ /4 abH
e ~ (1—2)%, ~4In(l —z2) =~ —4eP#,

N
CkpT

N N
fr=Inteimr H= kTN s

Per T — 0, il potenziale chimico tende alla energia dello stato fondamentale e quindi

p == —=V.
Matematicamente, ci0 si vede dal fatto che e i5T tende a zero perT'— 0. L'unica maniera
per annullare anche il membro di destra & che (1 — ze#"?) si annulli, il che richiede che
w— —Vp.

. L'energia libera di Gibbs € G = N, in cui vanno sostituite le espressioni per il potenziale
chimico trovate al punto precedente.



7. Posto ora g, = 2, I'energia di Fermi & implicitamente definita dalla relazione

€F

€r er
N:/ g(e)de:309(6F+V0)/ de+09(ep)/ de
— 00 0

—Vo
=3C(er + Vo) b0(er + Vo) + Cep O(ep),
da cui

1/N
€F =7 <03V0>, per N > 3C'V,,

N — Vo, per0< N <3CV.

EF:%

8. Per calcolare I’ energia cinetica media (K), calcoliamo prima g(K, ¢), definita da

[ st 08K = g0
Tornando al calcolo della g(¢) osserviamo che

747r2mgSR72
k2

g(K, ¢) 5K —€) +38(K — Vo — )] = C[6(K — €) + 36(K — Vi — €)]

<K>:;7/_EVFO/O Kg(K,e)dee:]?/,/_6;[69(6)+3(€+V0)9(6+V0)]de

€F

:C'G(ep)/ 6d6+309(6F+V0)/ (e + Vo) de
0 Vo

SC(EF + Vo)2
2N

6% 9(61:*) + 3(€F + Vo)2 9(6}7 + Vo)
2[61:' 9(65‘) =+ 3(€F + V()) 9(6F + VO)] ’

E istruttivo porre e = (a — 1)Vj, con o > 0. Allora,

2
_ Cey

ON 9(€F+V0)=

O(ep) +

_402—20z—|—1

«
K)=— <a<l; K) = 1.
(K)=5W, per0<asl (K) So g Voo pera>

9. er = 0 implica
Nep—o = 3CV,.

Analogamente, quando N = 2N, ,.—¢ = 6CVj,




