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Si consideri un gas costituito da N particelle identiche, di massa m, non interagenti, in equilib-
rio con un termostato alla temperatura T , vincolate a muoversi su un piano (2 dimensioni), con
Hamiltoniana di singola particella

H(p, q) =
p2

2m
+ V (q)

dove p = |p⃗|, q = |q⃗|, e il potenziale centrale è

V (q) =


0, per 0 ≤ q ≤ R,

−V0, per R < q < 2R,

∞, per q ≥ 2R.

con V0 costante e positiva.

Si assuma che le particelle siano descritte dalla fisica classica.

1. [4 punti] Calcolare l’entropia canonica S(T ) e determinarne i limiti per T → 0 e T → ∞.

2. [3 punti] Calcolare la pressione P (in 2 dimensioni, una forza per unità di lunghezza) per
q = R/2.

3. [3 punti] Determinare la probabilità che n particelle, con n ≤ N , abbiano energia potenziale
negativa. Determinare la media e la varianza di questa distribuzione.

Si assuma ora che le particelle siano bosoni con spin s = 0.

4. [3 punti] Discutere l’esistenza o meno della condensazione di Bose-Einstein e determinare,
se esiste, la temperatura di condensazione.

5. [4 punti] Determinare la relazione che lega il numero di particelle al potenziale chimico µ(T )
e discutere i limiti T → 0 e T → ∞.

6. [3 punti] Calcolare l’energia libera di Gibbs G nei limiti T → 0 e T → ∞.

Si assuma ora che le particelle siano fermioni con spin s = 1
2 e il gas si trovi a T = 0K.

7. [3 punti] Calcolare l’energia di Fermi ϵF , in funzione di N .

8. [4 punti] Calcolare il valore medio dell’energia cinetica K ≡ p2/2m di una particella, ⟨K⟩, in
funzione di ϵF .

9. [3 punti] Calcolare il numero di particelle nel sistema NϵF=0 in corrispondenza del quale l’e-
nergia di Fermi ϵF si annulla. Calcolare l’energia di Fermi quando N = 2NϵF=0

Si ricorda che Γ(z) =
∫∞
0

dt tz−1 e−t; ζ(z) = 1
Γ(z)

∫∞
0

dt tz−1

et−1 ;
∫∞
0

dt
a et−1 = − ln(1− 1

a )
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Risoluzione

Particelle classiche

1. Iniziamo dalla funzione di partizione

ZN =
1

N !
ZN
1 ≈

(
Z1e
N

)N

,

con

Z1 =
1

h2

∫
dp⃗
∫

dq⃗ e−βH =
1

λ2

(∫ R

0

2πq dq +
∫ 2R

R

2πq dq eβV0

)
=

2π

λ2

R2

2

(
1 + 3 eβV0

)
,

dove λ2 = h2

2πmkBT , per cui

Z1 =
2π2mR2kBT

h2

(
1 + 3 eβV0

)
.

Adesso, detta A l’energia libera di Helmholtz, si ha

βA = − lnZN = N ln
N

eZ1

e quindi
A = NkBT ln

N

eZ1
.

Da qui

S(T ) = −∂A

∂T
= NkB ln

eZ1

N
+NkBT

∂ lnZ1

∂T
=

= NkB ln
eZ1

N
+NkBT

[
∂ lnT
∂T

+
∂ ln(1 + 3 eβV0)

∂T

]
= NkB

(
ln

Z1

N
+ 2− 3βV0 eβV0

1 + 3 eβV0

)
.

Per T → 0, i termini divergenti come βV0 provenienti dal primo e dal terzo termine tra le
parentesi tonde si cancellano esattamente, per cui

S(T )

NkB
≈ ln

mR2kBT

Nh2
+O(1) → −∞.

Per T → ∞, βV0 tende a zero, e si trova

S(T )

NkB
≈ ln

mR2kBT

Nh2
+O(1) → +∞.
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2. Per calcolare la pressione per q = R/2 dobbiamo determinare la densità corrispondente
La densità di probabilità che una particella sia a distanza q è

P(q) =


q

R2

2 (1 + 3 eβV0)
0 ≤ q ≤ R,

q eβV0

R2

2 (1 + 3 eβV0)
R < q < 2R.

(1)

Il numero di particella tra q e q + dq è dato da

dN(q) = NP(q)dq

e la corrispondente densità è

ρ(q) =
dN(q)

2πq dq
.

Per q = R/2

ρ
(
R
2

)
=

N

πR2(1 + 3 eβV0)

e la pressione

P
(
R
2

)
= kBTρ

(
R
2

)
=

NkBT

πR2(1 + 3 eβV0)
.

3. Le particelle che hanno energia potenziale negativa sono quelle con R < q < 2R. La proba-
bilità p che una particella a caso abbia R < q < 2R è

p =

∫ 2R

R

P(q)dq =
eβV0

R2

2 (1 + 3 eβV0)

3

2
R2 =

3eβV0

1 + 3 eβV0
.

La probabilitá che n particelle, con n ≤ N , abbiano energia potenziale negativa è data dalla
distribuzione binomiale

P(n) =
(
N

n

)
pn(1− p)N−n.

La media e la varianza della binomiale sono rispettivamente

⟨n⟩ = Np, ⟨n2⟩ − ⟨n⟩2 = Np(1− p).

4. Detta gs = 2s+1 la degenerazione di spin, calcoliamo la densità degli stati di singola particella

g(ϵ) =
gs
h2

∫
2πq dq

∫
π dp2δ

(
p2

2m
+ V (q)− ϵ

)
=

4π2mgs
h2

∫ ∞

0

q dq
∫ ∞

0

dK δ(K+V (q)−ϵ) =

=
4π2mgs

h2

∫ ∞

0

dq q θ (ϵ− V (q)) =
4π2mgs

h2

R2

2
[θ(ϵ) + 3 θ(ϵ+ V0)] ≡ C[θ(ϵ) + 3 θ(ϵ+ V0)]

dove C ≡ 2π2mR2gs
h2 .
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Per capire se esiste la condensazione di BE, dobbiamo guardare l’integrale perN , dopo aver
sostituito µ con ϵmin = −V0 e posto gs = 1,

N =

∫ ∞

−∞

g(ϵ)

eβ(ϵ+V0) − 1
dϵ = 3C

∫ ∞

−V0

1

eβ(ϵ+V0) − 1
dϵ+ C

∫ ∞

0

1

eβ(ϵ+V0) − 1
dϵ.

Il primo integrale diverge logaritmicamente nell’estremo inferiore, indicando che non è pre-
sente la condensazione di BE.

5. Per trovare la relazione che lega il potenziale chimico al numero di particelle nel sistema
occorre scrivere l’espressione per N in cui la fugacità z ≡ eβµ appare in maniera esplicita,

N =

∫ ∞

−∞

g(ϵ)

eβϵ z−1 − 1
dϵ = 3C

∫ ∞

−V0

1

eβϵ z−1 − 1
dϵ+ C

∫ ∞

0

1

eβϵ z−1 − 1
dϵ.

Cambiando variabile βϵ = t e sfruttando l’integrale suggerito nella nota al testo

N = 3CkBT

∫ ∞

−βV0

1

et z−1 − 1
dt+ CkBT

∫ ∞

0

1

et z−1 − 1
dt,

e con il cambio ulteriore t = y − βV0 nel primo integrale

N = 3CkBT

∫ ∞

0

1

ey e−βV0 z−1 − 1
dt+ CkBT

∫ ∞

0

1

et z−1 − 1
dt =

= −3CkBT ln(1− z eβV0)− CkBT ln(1− z),

da cui
e−

N
CkBT = (1− z eβV0)3(1− z)

che fornisce la relazione cercata (con z = eβµ).
Guardiamo ora i limiti per T → ∞ e T → 0. Nel primo caso, ricordandoci che z → 0,

e−
N

CkBT ≈ (1− z)4, − N

CkBT
≈ 4 ln(1− z) ≈ −4eβµ,

βµ = ln
N

4CkBT
µ = kBT ln

N

4AkBT
.

Per T → 0, il potenziale chimico tende alla energia dello stato fondamentale e quindi

µ ≈ −V0.

Matematicamente, ciò si vede dal fatto che e−
N

CkBT tende a zero per T → 0. L’unica maniera
per annullare anche il membro di destra è che (1 − z eβV0) si annulli, il che richiede che
µ → −V0.

6. L’energia libera di Gibbs è G = µN , in cui vanno sostituite le espressioni per il potenziale
chimico trovate al punto precedente.
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7. Posto ora gs = 2, l’energia di Fermi è implicitamente definita dalla relazione

N =

∫ ϵF

−∞
g(ϵ)dϵ = 3C θ(ϵF + V0)

∫ ϵF

−V0

dϵ+ C θ(ϵF )

∫ ϵF

0

dϵ

= 3C(ϵF + V0) θ(ϵF + V0) + CϵF θ(ϵF ),

da cui
ϵF =

1

4

(
N

C
− 3V0

)
, per N > 3CV0,

e
ϵF =

N

3C
− V0, per 0 ≤ N ≤ 3CV0.

8. Per calcolare l’ energia cinetica media ⟨K⟩, calcoliamo prima g(K, ϵ), definita da∫
g(K, ϵ)dK = g(ϵ)

Tornando al calcolo della g(ϵ) osserviamo che

g(K, ϵ) =
4π2mgs

h2

R2

2
[δ(K − ϵ) + 3 δ(K − V0 − ϵ)] = C[δ(K − ϵ) + 3 δ(K − V0 − ϵ)]

e
⟨K⟩ = 1

N

∫ ϵF

−V0

∫ ∞

0

K g(K, ϵ)dK dϵ =
C

N

∫ ϵF

−V0

[ϵ θ(ϵ) + 3(ϵ+ V0) θ(ϵ+ V0)]dϵ

= C θ(ϵF )

∫ ϵF

0

ϵdϵ+ 3C θ(ϵF + V0)

∫ ϵF

−V0

(ϵ+ V0)dϵ

=
Cϵ2F
2N

θ(ϵF ) +
3C(ϵF + V0)

2

2N
θ(ϵF + V0) =

ϵ2F θ(ϵF ) + 3(ϵF + V0)
2 θ(ϵF + V0)

2[ϵF θ(ϵF ) + 3(ϵF + V0) θ(ϵF + V0)]
.

È istruttivo porre ϵF ≡ (α− 1)V0, con α ≥ 0. Allora,

⟨K⟩ = α

2
V0, per 0 ≤ α ≤ 1; ⟨K⟩ = 4α2 − 2α+ 1

8α− 2
V0, per α > 1.

9. ϵF = 0 implica
NϵF=0 = 3CV0.

Analogamente, quando N = 2NϵF=0 = 6CV0,

ϵF = 1
4

(
6CV0

C
− 3V0

)
= 3

4V0.
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