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Si consideri un sistema costituito da N particelle identiche non interagenti contenute in una sfera S3r con centro
nell’origine degli assi e raggio 3R. Sia I’'Hamiltoniana di singola particella:

H(p,x)=clp>+V(ql) peR’ g€ S

dove, indicato con r = |q|,

—Vo, 0<r<R;
V(r)= Vo, R<r < v33R;

Vo, VB3R <71 <A4R;

con Vj costante positiva.

1. Assumendo che il sistema, in equilibrio a temperatura T, sia descrivibile dalla statistica classica di Boltzmann:

1.a) Calcolare 'energia E(T') in funzione della temperatura 7.

1.b) Determinare il valore del calore del calore specifico Cy (T)/N nel limite T = 0 e T — o0, e sua prima
correzione.

1.c) Calcolare la pressione P(T) sulla superficie della sfera.

1.d) Calcolare la probabilitd p(e < 3T,r < R) che alla temperatura T' una particella abbia energia cinetica
€ < 3T si trovi ad una distanza dal centro della sfera r < R.

2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni di spin 0:
2.a) Discutere esistenza o meno della condensazione di Bose-Einstein.
2.b) Calcolare il potenziale chimico p(7") in funzione della temperatura.
3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni di spin 1/2:
3.a) Calcolare lenergia di Fermi in funzione del numero di particelle N del sistema.
3.b) Calcolare E(T = 0) in funzione del numero di particelle N per ep = 0.

e Valutazione risposte:
la: 4,1.b: 3, 1.c: 4,1.d: 4
2.a:4,2b: 4
3.a: 4, 3.b: 3



e Risposte
Nota: La costante di Botzmann kg & presa uguale a 1, di conseguenza = T.

1.a) L’energia media del sistema E = FE(T,V, N) si ottiene dalla funzione di partizione canonica Zy (T, V) mediante
la relazione E(T,V,N) = —(0/08)In Zx(T,V). Per un sistema di N particelle classiche non interagenti si ha
ZN(T, V) = Zy(T, V)N /N! dove Z;(T,V) ¢ la funzione di partizione di singola particella:

dPp d® 1 e 4R
ZI(T7V):/ 1;13 qe—ﬂmp,q):ﬁ/o 47Tp2dpe—5<:ps/0 dr2dr e—BV (@)

1 41 [T 5 R Y33R 4R
= —3—/ dp3 e PP 4m eBVO/ r2dr +e_/3v°/ r2dr —|—e'8v0/ r2dr (1)
h3 3 Jo 0 R V33R
47\?* R3 4r\? R3
= (T 32 [ BVa */Wo] — 64 h(BVo).
( 3 ) weg ot e e 3 ) Teep coh(A)

Ne segue che

BIN =~ Zu(1,V) = — 1 [ a6 + Incosh (315

ovvero:

| B(T,V,N)/N =T — Vy tanh(V). |

1.b) Nel limite 7' — 0 ’energia per particella vale

BN =T — v, Lo Vo + T + 2V e 28V
_m_ - 2WWpe 28V o
/ 0 1+ 6725‘/0 T<1 0 + + (14 +

Di conseguenza

_ 0 _ 2772 ,—2B8Vy

Nel limite 7' — oo l'energia per particella vale
eBVo _ o=BVo VO2

Di conseguenza

9
oT

_ _ 27/2
Ov/N = z2E/N = 1+5V5+....

1.c) La pressione sulla superficie della sfera puo essere calcolata direttamente dalla funzione di partizione mediante
la relazione termodinamica

0 0
P=—-—— F(TZV,N)=T— InZn(T,V
oV lr,n (T.V:N) aviry NIV,
dove V e il volume della sfera. Per un sistema di particelle classiche non interagenti questa diventa
0
p= NT—‘ In Z,(T, V).
v lrn (V)

s

Per poter utilizzare questa relazione & necessario determinare la dipendenza di Z;(7T,V) dal volume V =
(47/3)(4R)? della sfera. Dalla (1) si ha

1 dr R ¥33R 4R
Zi(T,) V)= ——— x 47 e'BVO/ r2dr +e*ﬁvo/ r2dr + eﬁvo/ r2dr
h? 3cp 0 R ¥33R
LA AT v p3 . —pVi 3 3 \Z 3 3
:ﬁ@x?{eﬁ VR4 PO [33R — RY) + Y0 [(4R)° - 33R7)|
1 47w 47 R3
— BVt —BVc BVe
_h?’?)cﬁx{ 3 32[—6 °+e °]+Ve 0}.



Da questa segue facilmente

eBVo

P=NT

2B 39 [—eBVo + e=BVo] + VehVo
ovvero,
P =

_NT ePVo _ 3NT efVo
V cosh(BVy)  256mR3 cosh(BVy)

Allo stesso risultato si pud giungere calcolando la pressione sulla superficie di una sfera di raggio Ry > V/33R,
e sostituendo nell’espressione della pressione Rg = 4R.

1.d) Essendo le particelle indipendenti la probabilita richiesta & data da

1 PPpd’q 1 . (R
Pe<3T',r<R)= 7/ P21 —BH(PG) — / Arn2dp e BeP / drridr e PV (@)
( ) Zy(T,V) Je<sro<r  h Z1h3 ) ops<ar pap 0

1 Ax 3 R 1[4\ R®
= ——— [ dtet4 /Wo/ 20r=— =] =—=(1—-e3)efW
Ziiaeg J, e Ament | ordr =g\ 5 ) et me e

ovvero, usando la (1),

1—e3 W
64 cosh(BVy)’

P(e<3T,r<R)=

2.a Se il sistema ¢ composto da Bosoni il numero di particelle a temperature 7" & pari a N = Ny + N; dove Ny ¢ il
numero di particelle nello stato condensato (¢ = €pin) ed N il numero di particelle nello stato non-condensato
(6 > Emin) dato da7

o [ G(e)
N:/ de@ﬁ(ffﬂ)—]_’

€min

dove G(€) ¢ la densita degli stati di singola particella. La condizione affinche esista la condensazione é:

e G(e)
/ de Ble—emm) —1 = N < oo.

€min

Nel problema in questione €y, = —V) e:
d3pd3q
G(E) = h3 6[6_H(p7 q)]
1

4R “+o0
= 4rr?dr / dmp*dp 6 [e — cp® — V (r)]
0 0

4m)2 (AR 9
= <3h3)c /0 drr? e — V(r)]

— 3 (‘*;)2 hRTi [6c+ Vo) + (e — W)

Di conseguenza il temine critico e:

+oo 1 +oo 1 8
de——o = de———— = Tn(1 — e~
[ iy = [ ey =T -

—+oo
— 00,

0

Ne concludiamo quindi

Feo G(e) . .
de ——F———— — o0, = Non esiste condensazione BE.
eBle—emin) _ 1

€min




2.b In assenza di condensazione di BE il numero di particelle a temperatura T' ¢ determinato da:

+oo 47\ 2 R3 +oo d +oo d
N:/ deG<6>32<ﬂ)§U 76+/ 6],
v, eBle—p) — 1 3 h3c v, eBle—p) — 1 Vo eBle—p) _ 1

Usando

de 1
_ = _ —Ble—p)
/eB(e—u) 173 ln[l © }

ed introducendo la fugacita z = e®*, si ha:

51272 R3
9 h3cB

51272 R®

N =-—
9 h3cB

[ln(l — zeﬁvﬂ) +ln(1 — Zefﬁv")] - _

In[2* — 2z cosh(BVp) + 1],

da cui segue:

51272 Ris
9 hA3c¢’

2% — 2zcosh(BVp) +1=e PN/Bo gy =

Risolvendo questa equazione si ha:

z = cosh(BVp) — \/cosh(ﬁvo)2 — 14 e BN/Bo,

ovvero

= %ln [cosh(ﬁvo) - \/cosh(BVO)2 —1+ e*BN/30:|.

E facile verificare che limp_o u(T) = —Vp.

3.a L’energia del sistema non dipende dal valore dello spin delle particelle, quindi il numero totale di particelle e:

N:2/ de G(e),

min

dove G(e) & stata calcolata al punto 2.a) ed enin = —Vj. Sostituendo Iespressione di G(e) si ha:
512n% R3 [ [T r
N =2x T 5 [ def(er + Vo) + de O(ep — VO)]
9 hic A Vo

= 260 [(ex + Vo) Oler + Vo) + (er — V0) Oler — V0)|.

Se erp < Vj allora:

N
N =28q(er + W) = er = —— — Vp valida per N < 48,Vj.

280
Se eg > Vj allora:
N =28, [EF T Vo ter — Vo - ﬁ valida per N > 45,Vo.
0

Quindi

250 VOv N < 4ﬁOVO7
€F —

%a N > 4/80%7




3.b L’energia del sistema a temperatura 7' = 0 ¢ data da
€R
E(T:O):Z/ de G(€) e,
VA
dove G(e) ¢ stata calcolata al punto 2.a). Per ep = 0 si ha
0
MT:O%:%{/ dee = —BoVE.
Vo

Dal risultato del punto 3.a) si ha che er = 0 per Vy = N/20y, per cui 'energia richiesta vale:

N* NV




