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Si consideri un gas perfetto unidimensionale costituito da N particelle identiche, di massa m, non interagenti, con
Hamiltoniana di singola particella:

H(p,q) = clp| + V(q),

dove ¢ & una costante positiva e

Vo(g/L—1), 0<q<L;
V(g) =10, L <q<2L;
+00, q<0o0qg>2L.

con V{ costante e positiva. Il sistema & a contatto con un bagno termico a temperatura T

1. Assumendo che sia applicabile la statistica classica e che il sistema sia in equilibrio alla temperatura 7'
1.a) Calcolare I’energia E(T') in funzione della temperatura T'. Discutere I'andamento di E(T") nei limiti 7' < 1
eT > 1.
1.b) Determinare la pressione P(q) in funzione di g.
1.c) Mostrare che per ogni temperatura T finita il numero di particelle N(¢ < L) contenute nella regione ¢ < L

¢ maggiore del numero N(¢q > L) di particelle contenute nella regione ¢ > L.

2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni di spin 0:

2.a) Dimostrare esistenza della condensazione di Bose-Einstein.

2.b) Scrivere ’equazione che determina il potenziale chimico p(7') in funzione della temperatura. Risolvere
I’equazione nel limite T > 1 e determinare I’espressione del potenziale chimico.

3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni di spin 1/2:
3.a) Determinare ’energia di Fermi ep in funzione del numero di particelle.

3.b) Determinare I’energia per particella E(T = 0)/N del sistema per ep = 0.

e Valutazione risposte:
l.a: 4, 1.b: 4, 1.c: 4, 1.d: 4
2.a: 4,2b: 3
3.a: 4, 3.b: 3

Nota: Ai punti 1.a) e 2.b) considerare solo il termine principale.



e Risposte
Nota: La costante di Botzmann kg ¢ presa uguale a 1, di conseguenza 1 = T.

1.a) Per un sistema di N particelle classiche non interagenti Zy = Z&¥/N! dove Z; ¢ la funzione di partizione di
singola particella:
2L
heVo 52

Di conseguenza dalla relazione E/N = —(9/08)In Z; si ha:

7y = [J%+ﬁ%—1.

BVo
e +1
E(T)/N =2T — VOW

’EUWNN—%+OH% T<L\

|E(D)/N~T+0(1), T>1]

1.b) Per un sistema di N particelle classiche non interagenti Zx = Z{ /N! con Z; funzione di partizione di singola
particella. Ne segue che la pressione P nel punto g vale:

P(q) =p(q) T
dove p(q) ¢ la densita di particelle nel punto g:
fﬁq)=‘N' %o e V@,

L eV +8W—1

Di conseguenza:

N Vo
=9 B/ < g < L
L65V0+ﬂvofle ’ S4= 4

R A— L <qg<2L;
L Vo 4BV — 1’ =4=2

0, g<0o0g>2L.

1.¢) Utilizzando 'espressione di p(q) ricavata al punto precedente si ha:
Ng>1IL)_
N(g< L) efVo—1’

per cui

N(g>1L) < lim N(g>1L)
N(g< L) B=50N(g< L)

=1 = N(g>L)<N(g< L)

2.a) La condizione affinche esista la condensazione di Bose-Einstein é:
e G(e)
de —————~—— = N < o0,
/VO eB(€+VO) —1
dove

GO = [ B o(e~ Hp.0)= o (e + Vo) 6le+ o) = (e~ Vo) ()]

Di conseguenza

. e+ W . .
ugglvo [/ de B —1 / de 66(6 B J < oo = Esiste condensazione BE.




2.b) Per T maggiore della temperatura di condensazione Ty si ha

+oo
N [Ta g
W z~lefe) —1

dove z = eP* da cui segue ’equazione

thVoﬁQZ/”d y /mdy y— 8%
0 0

2L z=lev—B% — 1 2 ley — 17
OVVEro
NheVy 32 e e
;7[/()6:—/ dy In [1—zeﬁv"_y] +/ dy In [1—,26_3’} — BVoIn(1 — 2), T > T,
0 0

che risolta per z fornisce il potenziale chimico per T > Tj.

Per T > T} il potenziale chimico & costante e vale

’N(T) = -V, TSTO-‘

Nel limite 7' > 1 si ha z < 1. Risolvendo I’equazione al primo ordine in z si ha:

2L

[eFV0 —1+ﬁv0}}, T>1,

che coincide con il risultato classico.
3.a) L’energia del sistema non dipende dal valore dello spin delle particelle, quindi

N:2/‘ de G(e),

€min

da cui si ha:

NhcVy 2LV,
- N
Vot = V<7
€F =
V2 Nhe 2LV,
Yo N .
1 8L ~ The

3.b) L’energia del sistema non dipende dal valore dello spin delle particelle, quindi per ep = 0 si ha:

E(T =0) :2/0 dee G(e)

_2LV§
~ 3he’

Usando la relazione N = 2LV, /hc valida per ep = 0 si ha

W




