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Si consideri un gas perfetto costituito da N particelle identiche di massa m, non interagenti, vincolate a muoversi
su un piano e con Hamiltoniana di singola particella:

dove p = |p|, ¢ = |q|, soggette al potenziale centrale

V(g) =10, R < q<2R;
400, q>2R;

con Vj costante e positiva. Il sistema ¢ a contatto con un bagno termico a temperatura 7.

1. Assumendo che sia applicabile la statistica classica e che il sistema sia in equilibrio alla temperatura 7"
1.a) Calcolare entropia S(T) in funzione della temperatura T'. Discutere ’andamento di S(T) nei limiti 7' < 1
eT > 1.
1.b) Determinare la pressione P(R) alla distanza ¢ = R dall’origine.
1.c) Determinare la probabilita P(n; N) che n < N particelle abbiano energia ¢ < 0. Determinare il valore

medio (n) la varianza o2 del numero di particelle con energia e < 0.

2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni di spin 0:

2.a) Discutere 'esistenza o meno della condensazione di Bose-Einstein.

2.b) Determinare il potenziale chimico u(7T) e discutere i limiti 77— 0 e T — 0.
3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni di spin 1/2:
3.a) Determinare la densita di particelle py tale che 'energia di Fermi ep si annulli.

3.b) Determinare I’energia per particella F(T = 0)/N per un sistema di densita p = 2py.

e Valutazione risposte:
l.a: 5,1.b: 5, l.c: 4
2.a: 5,2.b: 3
3.a: 4, 3.b: 4

Nota: Ai punti 1.a) e 2.b) considerare solo il termine principale.



e Risposte
Nota: La costante di Botzmann kg & presa uguale a 1, di conseguenza = =T.

1.a) L’entropia si puo ottenere dall’energia libera F tramite la relazione S = —(9/0T)F. Nell’ensemble canonico si
ha FF = —T'In Zy, dove per un sistema di N particelle classiche non interagenti Zy = Z{¥ /N! con Z; funzione
di partizione di singola particella:

2m2mR?
— BV

Zy = 25 [e"Vo +3].

Di conseguenza

eBVo

2m2mR2e? v
g (@ +3)} ~ B v

S(T)/N:ln{ NH23

Limiti

S(T)/N ~InT + O(fVoe PY0), T« 1.

[S(T)/N ~InT+0(1), T>1]

1.b) Considerato il sottosistema con ¢ < R si ha
— NR
CmR2

dove Npg ¢ il numero di particelle contenute nel sottosistema:

P(R)

2. 12
2m7mBRT s(votp)

h2p3
Il potenziale chimico p & lo stesso del sistema totale. Utilizzando la relazione analoga alla precedente per il
sistema totale u puo essere eliminato in funzione di N. Si ottiene cosi:

Ng =

NT Vo
PR) = T oy 3

1.¢) Per un sistema di particelle indipendenti la probabilita ¢ data da

N!
N — ' 1 _ N—n
Pn; ) nl(N — n)!pO( po)" "
dove pg € la probabilita che una particella abbia energia € < 0 data da
d*pd*q Ao —1
= 0 —H = - - _6H(p7q)9 _H — .
po = (6(—H)) / e (~H(P,9) = v
per cui
N! gN=n(eBVo _1)"
P(n;N) = ' ; ( N)
nl(N —n)! (efVo + 3)

Il valore medio di n vale

ePVo —1

(n) = Npo = NW~

e la varianza

ePVo —1

op = (n%) = (n)* = Npo(1 — po) = 4NW'




2.a) La condizione affinche esista la condensazione di Bose-Einstein é:

i G(e)
L, teammir— =¥ <o
dove
d*p d?q 2m°mR?
Glo) = [ 5T o(e— H(p.q)= =5 |0(c + Vo) + 30(c)|.

Di conseguenza

> 1 e 3
lim { de ——— + / de ] = oo = Non esiste condensazione BE.
v v el =1 Ble=m 1

2.b) 1l potenziale chimico ¢ ottenuto risolvendo ’equazione

212mR? > 1 e 3
N = de ——— de—— |,
h? |:/V0 € TeBe 1 +/0 62_1666—1:|

per z = e che valutando gli integrali, fornisce:

h2
(1 — ZeﬁVO)(l — 2)3 = 6_5NC, C = W, Z = eﬁ# < C_BVO.
T™=m

Per T — 0 il potenziale chimico raggiunge il valore massimo possibile:

() =Yy, T—0.]

Nel limite 7' > 1 si ha z < 1. Risolvendo I’equazione al primo ordine in z si ha:

T8m’mR?
Nh?2

M(T):—Tln{ } T — oo,

che coincide con il risultato classico.

3.a) L’energia del sistema non dipende dal valore dello spin delle particelle, quindi

N 1 °F

eyl M)

€min

per cui per ep = 0 si ha:

m

Po = ﬁv(y

3.b) L’energia del sistema non dipende dal valore dello spin delle particelle, inoltre per p = 2pg si ha ep = Vj/4, per

cul
277 mR2 3m2mR>?

= _2/ d€€G [46]_;‘—‘/02] :_WVOQ'
Inoltre

4m>mR* 8m2mR*

=Tz (4€F + VO) 2 Vo
per cui

3
E(T = N =——V,.
(T =0)/N = —=Vo




