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Esercizio 1 [6 punti].

Un’asta rigida di massa M e lunghezza 2a puo ruotare senza attrito in un piano verticale intorno al suo estremo
O vincolato nell’origine del sistema di riferimento Ozy. All’estremo opposto C' dell’asta ¢ fissato il centro di un
disco di raggio a e massa trascurabile. Il disco pu0 ruotare senza attrito intorno al suo centro. Sul bordo del

disco e fissata una massa puntiforme m, punto B in figura. La massa e soggetta alla forza elastica F=—kA
di costante elastica k verso il punto A = (0,4a). Oltre alla forza elastica, sul sistema agisce la forza di gravita.
Si utilizzino come coordinate generalizzate I’angolo 6 che I'asta forma con 'asse x e 'angolo ¢ che il raggio

CB forma con un asse orizzontale passante per C.
Si chiede:

1. La Lagrangiana del sistema;
2. Le equazioni del moto.

3. Verificare che la Lagrangiana € invariante sotto la trasformazione (,¢) — (7 — 0,7 — ¢). Esiste una
grandezza conservata associata a tale trasformazione?

Esercizio 2 [8 punti]. Si consideri un sistema descritto dalla Lagrangiana

. 1 1. 1 .
L£(0,0,d,x) = 5:1'02 + 592 — 59b951n9+asin9—x2 — 4z cos O .

dove a & una costante positiva: a > 0.
Si chiede:

1. L’Hamiltoniana del sistema.
2. I punti di equilibrio del sistema e la relativa stabilita per tutti i valori ammessi di a.

3. Le frequenze delle piccole oscillazioni di tutti i punti di equilibrio stabile per tutti i valori ammessi di a.

Esercizio 3 [8 punti]. Si consideri la seguente trasformazione
Q = p®cosgq,
{P = —2p’sing.
Si chiede:
1. Determinare i valori di @ e b tali che la trasformazione sia canonica.

2. Applicare la trasformazione canonica trovata alla Hamiltoniana H(g,p) = —psin(2q) e determinare la
corrispondente Hamiltoniana K (Q, P).

3. Scrivere e risolvere le equazioni di Hamilton per @ e P.

4. Utilizzare la trasformazione canonica trovata per risolvere le equazioni del moto con le condizioni iniziali

q(0) =m/4 e p(0) =1.



Esercizio 4 [8 punti]. Due astronavi partono all’istante ¢ = 0 dalla terra (situata a riposo nell’origine di un
sistema di riferimento R : Ozyz), avendo sincronizzato gli orologi di bordo con quello sulla terra. L’astronave
A si dirige in direzione positiva dell’asse x con velocita v4 mentre Pastronave B si dirige lungo la bisettrice
del primo quadrante del piano xy (z = y, 2 = 0) con velocitd vg. Dopo un tempo t/2, Pastronave A cambia
istantaneamente direzione del moto e si dirige parallelamente all’asse y mantenendo il modulo della velocita v4
inalterato (evento F;). Al tempo ¢ le due astronavi si incontrano (evento F).

Si chiede:

1. Qual ¢ la velocita che ’astronave B non deve superare, affinché le due astronavi possano incontrarsi al
tempo t7

2. Siano 74 e Tp i tempi propri corrispondenti all’istante ¢ misurati rispettivamente sull’astronave A e
sull’astronave B. Quanto valgono v4 e vg se 7 = /274 ?

3. Assumendo che le astronavi si muovano con le velocita calcolate al punto precedente, indicare per quali
valori di ¢ esiste un sistema di riferimento R’ in cui E; ed E3 avvengono nello stesso punto. Per questi
valori, trovare la velocita di R’ rispetto al sistema di riferimento R di partenza.

4. Qual ¢ la velocita vz dell’astronave B misurata nel riferimento R’'?



Soluzioni

Esercizio 1.

1. La Lagrangiana ¢ L =T — V con

1 22, Ma® - 2 P
T= §(2M—|—6m)a 0% + T¢ + 2ma® cos(0 — ¢) H¢
V = (Mg + 2mg — 8ka)asin 0 + (mg — 4ka)asin ¢ + 2ka® cos(d — ¢) + const.,

per cui

1 940 ma2 ‘9 9 ..
L :§(2M +6m)a“6” + Tgb + 2ma” cos(0 — ¢) 06
— (Mg + 2mg — 8ka)asin@ — (mg — 4ka)asin ¢ — 2ka® cos(d — ¢) + const...

;(ZM + 6m) 6 + 2m cos(0 — @)  + 2msin(f — ¢) ¢* = —k(A + 2Xa — 8) cos 0 + 2k sin(f — ¢),
mao + 2mcos(0 — ¢) 6 — 2msin(0 — ¢) 0> = —k(Ay — 4) cos ¢ — 2k sin(6 — ¢),

dove Ay = Mg/ka e Ay = mg/ka.

3. La simmetria e discreta per cui non vi sono grandezze conservate associate.

Esercizio 2.

1.

2

H(pg,0,pz, 1) = R (P2 + p§ + paposinb] — asind + 2> + 4z cos b .
—sin

2. I punti di equilibrio sono

e 0 =73, =0, esiste sempre; stabile per a > 8.

e 0 = —7, =0, esiste sempre; instabile.

° 0 = sinflg, T = ii\/64—a2, conzr <0se0<6f<w/2ex>0sen/2<0 < m esiste per
0 < a < 8; sempre stabile quando esiste.

3. Per il punto § = 7, x = 0 si ha

2
wi=§ [(a—?):l: a2—10a—|—52]

! ¢ = j:i\/64 —a? si ha

mentre per = sin™

wi=38
64 — a?
2
=8—-.
“2 T %956 _ o2
Esercizio 3.
1.
1
= b = —.
“ 2
2.

K(Q,P)=QP.



Q:gl:CL Q(t) = Qo e,
P=-55=-F TP =pe
2Q ) =Fe

q(t) = arctan(e2t),
p(t) = cosh(2t).

Esercizio 4.

1. ’UB<%;

2. UAZ\/gc7 vB:%;
333%&5:(@¢§®;

_ (. V3
4 vp = (m&—mc, O).



