MECCANICA ANALITICA E RELATIVISTICA - I ESONERO - 14/12/2016

In un piano verticale & scelto un sistema di riferimento di assi cartesiani ortogonali Oxz di origine O e con l'asse z
orientato verso il basso. In tale piano si muove un’asta rigida omogenea di estremi A e B, massa M e lunghezza L
(vd figura). Il punto D di tale asta dista L/4 dall’estremo A ed & obbligato a scorrere senza attrito su di una guida
parallela all’asse = e passante per il punto P di coordinate (0,d). Oltre alla forza peso 'asta ¢ soggetta a due forze
attive F; = —KPD e ﬁg - KHB , dove K > 0 e H e la proiezione ortogonale di B sull’asse x. Scegliamo come
coordinate lagrangiane per descrivere il sistema ’ascissa x del punto D e ’angolo 6 che ’asta forma con la guida
parallela all’asse x.

1. Scrivere la lagrangiana del sistema e le equazioni del moto.

2. Trovare le posizioni di equilibrio e discuterne il numero e la stabilita in funzione del parametro A = ;—g — 324—[?.

3. Si ponga in queste domande K = M =g=L=1ed = 10/9. Scelta, quindi, una posizione di equilibrio stabile
si determinino le frequenze delle piccole oscillazioni.
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. Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Due astronavi si muovono lungo ’asse x.
Ambedue partono contemporaneamente dall’origine. La prima si muove con velocita ¢/2 per un tempo T, poi
inverte il moto e torna con velocitd —c/4 nell’origine, dove si ferma. La seconda si muove con velocita ¢/3
per un tempo %T, poi inverte il moto e torna con velocita —c¢/3 nell’origine, dove si ferma. I due astronauti
avevano portato a bordo un orologio ciascuno. Una volta ambedue nell’origine li confrontano: chi ha segnato
meno tempo e di quanto?

. Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Un corpo di massa a riposo m si muove
lungo Passe = ed ¢ soggetto ad un’energia potenziale U(x) = Alx|> (con A > 0). Sapendo che transita per
lorigine con velocita vg, si determini la massima distanza d dall’origine raggiunta.

. Sia data la trasformazione

Q = 16p'q®
1 (
P=——¢%3
5P

Si dica per quali valori reali di § la trasformazione & canonica e si ricavi la funzione generatrice F(q, Q).

. Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Sia dato, in un sistema di riferimento
inerziale, un sistema di coordinate spazio-temporale (ct, z,y, z). Indicare se esiste un sistema di riferimento nel
quale i due eventi

By =(1,—cosa,—sina,1), FE;=(4,0,0,1) (a=m/3)

avvengono nella stessa posizione, e, in tal caso, determinare la trasformazione di coordinate tra tale riferimento
e il riferimento di partenza.

. Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Una particella di massa a riposo m, ferma

nell’origine delle coordinate, viene urtata da una particella di massa a riposo %m che si muove nel verso positivo

dell’asse x con velocita v = %c. A seguito dell’urto, si produce un’unica particella di massa a riposo M che si
muove con velocita V. Determinare M e V', assumendo assegnata m.



Scritto di Meccanica Analitica e Relativistica - 27 febbraio 2017
Proff. S. Caprara, M. Grilli, L. Gualtieri

ESERCIZIO 1

La sbarra rigida e omogenea AB, di massa M e lunghezza L, & vincolata a ruotare senza attrito attorno al suo
centro di massa, restando sempre sul piano xz, sul quale ¢ adottato un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
la cui origine O coincide con il centro di massa immobile della sbarra. Il punto materiale P, di massa m, & vincolato
a muoversi senza attrito lungo ’asse w, giacente sul piano xz, perpendicolare ad AB e passante per O. Il punto P &
collegato ad O da una molla di costante elastica K e lunghezza a riposo nulla. Sul sistema agisce anche la forza di
gravita, la cui accelerazione g ¢ diretta nel verso positivo dell’asse z. Si indichi con g > 0 il modulo dell’accelerazione
di gravita. Si adottino come coordinate lagrangiane I’angolo 6 che la sbarra AB forma con il verso positivo dell’asse
z e lascissa p di P lungo ’asse w, come indicato in Fig. 1.

e Si scrivano la lagrangiana del sistema e le equazioni del moto.
e Si individuino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne determini la stabilita.

e Sianoora M =6, m =1, L =4, K =1, g = 1. Scelta una posizione di equilibrio stabile, si determinino le
frequenze delle piccole oscillazioni attorno a tale posizione.

ESERCIZIO 2

Data la trasformazione
Q=p""q"% P=-2(pg)"*Ing

si dica per quali valori di « la trasformazione & canonica e si ricavi la funzione generatrice F(q, Q).
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ESERCIZIO 1

Una guida circolare rigida, di massa M e raggio R, & vincolata a ruotare attorno al suo punto fisso O sul piano
orizzontale xy, sul quale e fissato un sistema di riferimento cartesiano ortogonale con origine in O. Un punto materiale
P di massa m puo scorrere senza attrito lungo la guida circolare. Il punto P & collegato da una molla di lunghezza
a riposo nulla e costante elastica K al punto H, proiezione ortogonale di P sulla retta x = a, con a > 2R. Sia C il
centro della guida circolare. Si adottino come variabili lagrangiane ’angolo 6 che il diametro OA della guida circolare
forma con il verso positivo dell’asse x e 'angolo ¢ che il segmento CP forma con il verso positivo dell’asse £, parallelo
all’asse z e passante per il punto C (si veda la Fig. 1).

e Si scrivano la lagrangiana del sistema e le equazioni del moto.
e Si individuino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne determini la stabilita.

e Siano ora a = 3R, M = 2m, K/m = 1. Scelta una posizione di equilibrio stabile, si determinino le frequenze
delle piccole oscillazioni attorno a tale posizione.
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ESERCIZIO 2

Si determini per quale valore del parametro reale « la trasformazione
p (0%
°-(3)
2 2a
qap
P=-3(—
(7)

¢ canonica e, in corrispondenza di tale valore, si trovi la funzione generatrice Fi (g, Q).
ESERCIZIO 3

Due particelle relativistiche di massa m e velocita vy = %c e vy = 1—53(: si muovono nel verso positivo dell’asse = di
un opportuno sistema di riferimento cartesiano, con la particella piti veloce che segue la piu lenta, di modo che ad
un certo istante esse si urtano. A seguito dell’'urto tra le due particelle, si forma un’unica particella di massa M e
velocita u.

e Si determini wu.

e Si determini il valore del rapporto M/m.



Scritto di Meccanica Analitica e Relativistica - 14 luglio 2017
Proff. S. Caprara, M. Grilli, L. Gualtieri

ESERCIZIO 1

In un piano verticale sia posto un sistema di assi cartesiani Ozz, con z verticale discendente. In tale piano si muove
una asta omogenea pesante AB di massa M e lunghezza L. Sia S il punto dell’asta che si trova a distanza 3d dal
punto A, con L = 4d. Il punto S dell’asta & obbligato a scorrere senza attrito lungo una guida rettilinea coincidente
con 'asse delle z, ed ¢ soggetto ad una forza elastica che lo attrae verso l'origine: Fy = —kOS, k > 0. L’estremo A ¢
soggetto ad una forza elastica che lo attrae verso I'asse delle x: Fo = —kHA, k > 0, ove H ¢ la proiezione del punto
A sull’asse delle = (vedi figura). Si indichi con g 'accelerazione di gravita.

Si assumano come variabili lagrangiane la coordinata z di S e I’angolo ¢ che SA forma con 'asse z.

1. Scrivere la funzione di Lagrange del sistema. (Per ragioni di tempo non si chiede di scrivere le equazioni del
moto).

2. Trovare le posizioni di equilibrio e discuterne il numero al variare di k.

3. Posto in questa domanda M =3, d =1, k = 2, g = 3, studiare la stabilita delle posizioni di equilibrio e, scelta
una posizione di equilibrio stabile, trovare la frequenza delle piccole oscillazioni attorno ad essa.
ML?

N.B. I¢ = %35~ (G= baricentro). Ricordiamo che la forza peso ¢ presente.
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ESERCIZIO 2

Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta.

Due astronavi si muovono lungo l'asse . Ambedue partono contemporaneamente dall’origine. La prima si muove
con velocita ¢/4 per un tempo 27, poi si ferma. La seconda si muove, nello stesso verso della prima, con velocita c¢/2
per un tempo 27, poi inverte il moto e si dirige verso la prima astronave con velocita —c¢/2 fino a quando la incontra,
e li si ferma.

1. T due astronauti avevano portato a bordo un orologio ciascuno. Quando si incontrano li confrontano: chi ha
segnato meno tempo e di quanto?

2. In ognuna delle due astronavi c’e una telecamera che mostra il quadrante di un orologio e ne invia 'immagine
a terra mediante un segnale elettromagnetico. Al tempo T (misurato a terra) dopo la partenza delle astronavi,
queste immagini vengono osservate e confrontate. Quanto tempo segnano gli orologi mostrati nelle immagini?
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ESERCIZIO 1

In un piano verticale sia posto un sistema di assi cartesiani Ozz, con z verticale discendente. In tale piano si muove
un’asta rigida, omogenea e pesante AB, di massa m e lunghezza [. L’estremo A dell’asta puo scivolare senza attrito
lungo una guida coincidente con 'asse w, che forma angoli di 45° con gli assi z e z (si veda la Fig. 1), ed & soggetto
ad una forza elastica che lo attrae verso l'origine, F1 = —kOA, k > 0. L’estremo B ¢ soggetto ad una forza elastica
Fy =—kHB, k>0, dove H ¢ la proiezione di B sull’asse delle x (si veda la Fig. 1). Si indichi con g > 0 il modulo
dell’accelerazione di gravita.

Si assumano come variabili lagrangiane ’ascissa & di A lungo ’asse w e ’angolo 6 che 'asta AB forma con la direzione
verticale discendente (si veda la Fig. 1).
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1. Si scriva la funzione di Lagrange del sistema. (Per ragioni di tempo non si chiede di scrivere le equazioni del
moto).

2. Si trovino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne discuta il numero e la stabilita al variare di k.
3. Ponendo ora m = 2,1 =1, k = 2, g = 8, si scelga una posizione di equilibrio stabile e si trovino le frequenze

delle piccole oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia dell’asta rispetto al suo centro di massa ¢ Ig = mi? (G= centro di massa di AB). Si

12
ricordi che la forza peso ¢ presente.

ESERCIZIO 2

Sono assegnati nello spazio-tempo di Minkovski (z,y, 2z, ct) i due eventi E; = (1,5,3,2) e Ey = (3,5,3,a), con «
parametro reale.

1. Per quali valori di « esiste un sistema di riferimento inerziale in cui i due eventi sono simultanei?

2. Trovare, in funzione dei valori di o ammissibili, la velocita v = (v, vy, v,) di tale sistema di riferimento.
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In un piano orizzontale e fissato un sistema di assi cartesiani Oxy. In tale piano si muove una guida circolare rigida,
omogenea, di centro C, massa M e raggio R. Il punto A della guida circolare & vincolato a scivolare senza attrito
lungo una guida coincidente con asse x (si veda la Fig. 1), ed & soggetto ad una forza elastica che lo attrae verso
lorigine, F1 = —k OA, k > 0. Il punto B della guida circolare, diametralmente opposto rispetto ad A, & soggetto ad
una forza elastica F; = —kHB, k£ > 0, dove H & la proiezione di B sulla retta z = a (si veda la Fig. 1). La guida
circolare e libera di ruotare attorno ad un asse passante per A e perpendicolare al piano assegnato.

Si assumano come variabili lagrangiane I’ascissa « di A e 1’angolo 6 che il diametro AB forma con 'asse = (si veda la
Fig. 1).

1. Si scrivano la funzione di Lagrange del sistema e le equazioni del moto.
2. Si trovino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne discuta il numero e la stabilita al variare di a € (—o0, +00).

3. Ponendo ora M =1, k=2, a = R =1, si scelga una posizione di equilibrio stabile e si trovino le frequenze delle
piccole oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia della guida circolare rispetto al suo centro di massa, coincidente con il centro C, &
Ic = MR?.
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Si risolvano gli esercizi 1,2,3 e un esercizio a scelta tra 4a e 4b.

1. Trasformazioni canoniche. Data la trasformazione

Q =q"“logp
P=—qp’

dalle variabili canoniche ¢,p alle variabili @, P, dire per quali valori dei parametri reali a, la trasformazione e
canonica. In corrispondenza di tali valori, determinare la funzione generatrice della trasformazione canonica, F'(q, Q).

2. Trasformazioni di Lorentz. Si risolva il seguente problema nell?ambito della relativita ristretta. Sia dato, in
un sistema di riferimento inerziale, un sistema di coordinate (ct, z,y, z). Siano dati due eventi F, F5 di coordinate,
nel riferimento dato,

By =(1,1,0,0) B, =(4,1,1,0).

1. Indicare se esiste un riferimento in cui gli eventi E, Eo avvengono nella stessa posizione e, in tal caso, determinare
la trasformazione di coordinate tra tale riferimento e il riferimento di partenza.

2. Determinare la separazione temporale cdt’ tra gli eventi E;, Fo nel nuovo riferimento.

3. Cinematica relativistica. Dopo aver sincronizzato gli orologi, due astronauti (A e B) partono all’istante t = 0
dall’origine O di un sistema di coordinate cartesiane fissato sul piano Ozxy. L’astronauta A percorre un tratto di
lunghezza L nel verso positivo dell’asse , con velocita g, un tratto di lunghezza L nel verso positivo dell’asse y, con
velocita g, un tratto di lunghezza L nel verso negativo dell’asse z, con velocita ¢, e ritorna in O percorrendo un tratto
di lunghezza L nel verso negativo dell’asse y, con velocita 7. La traiettoria dell’astronauta A ¢ dunque un quadrato.
L’astronauta B percorre in andata e ritorno la diagonale dello stesso quadrato, con velocita “’T‘/ﬁ. Verificare che i due
astronauti impiegano lo stesso tempo T (misurato da un orologio rimasto in quiete in O) per completare i rispettivi
tragitti e determinare 7. Quando i due astronauti si incontrano nuovamente in O, confrontano i loro orologi, che
segnano, rispettivamente, 74 e 7. Determinare 74 e 7p e indicare quale dei due tempi e il pilt piccolo.

4a. Dinamica relativistica. Una particella relativistica di massa propria m € vincolata a muoversi lungo 'asse
x sotto l'azione di una forza conservativa la cui energia potenziale & V(z) = ~2*, dove v > 0 & un parametro
dimensionale. La massima distanza dall’origine raggiunta dalla particella € d. Determinare la velocita vg con la quale
la particella transita per l'origine. Sotto quale condizione su d si recupera il risultato classico per vy?

4b. Urti. Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Una particella di massa a riposo m
3

si muove lungo 'asse = con velocita v; = —%c e collide con una particella di massa a riposo ym che viaggia sempre

lungo l'asse x con velocita vy = %c. In seguito all’'urto, si produce un’unica particella di massa a riposo M che si

muove con velocita V. Determinare M e V assumendo assegnata m.
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ESERCIZIO 1: MECCANICA LAGRANGIANA

In un piano verticale, in cui e fissato un sistema di assi cartesiani Oxz, con 'asse z verticale discendente, si muove
un’asta rigida e omogenea AB, di massa M e lunghezza L, il cui estremo A & vincolato a scorrere senza attrito lungo
la guida circolare vy, di centro O e raggio R = L. L’estremo B dell’asta ¢ soggetto alla forza F, = —K HB, K > 0, con
H proiezione ortogonale di B sull’asse . Si adottino come coordinate lagrangiane ’angolo 6 che OA forma con ’asse
z e Pangolo ¢ che AB forma con la verticale discendente (si veda la Fig. 1). Sia g > 0 Uintensita dell’accelerazione di
gravita. Nello svolgimento, per comodita, si ponga Mg = fKL, f > 0.

1. Si scriva la funzione di Lagrange del sistema (per mancanza di tempo, non sono richieste le equazioni del moto).

2. Si trovino le otto posizioni di equilibrio del sistema e si discuta, al variare di f > 0, la stabilita di quelle con
0, ¢ € [0, 7], le altre essendo equivalenti a queste per simmetria.

3. Ponendoora M =1, K =1, L=R =1, g =6 (ovvero f = 6), si scelga una posizione di equilibrio stabile e si
trovino le frequenze delle piccole oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia dell’asta rispetto al suo centro di massa G ¢ Ig = %MLQ.
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ESERCIZIO 2: TRASFORMAZIONI CANONICHE

Data la trasformazione
1 - (e}
Q=34a""p
P=g?p’

dalle variabili canoniche ¢,p alle variabili @, P, dire per quali valori dei parametri reali «, la trasformazione e
canonica. In corrispondenza di tali valori, determinare la funzione generatrice F3(p, Q) della trasformazione canonica.

ESERCIZIO 3: RELATIVITA RISTRETTA

Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Sono assegnati nello spazio-tempo di Minkovski
(ct,z,y,z) 1due eventi Fy = (1,0,0,0) e Ey = (4, o, 0, 0).

1. Determinare per quali valori di « esistono sistemi di riferimento inerziali in cui i due eventi sono simultanei.
2. Trovare la velocita v = (vg, vy, v.) di uno di questi sistemi di riferimento in funzione di «.

3. Posto a = %, determinare la distanza spaziale tra i due eventi nel sistema di riferimento in cui sono simultanei.



Compito di Meccanica Analitica e Relativistica - 20 Febbraio 2018
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

ESERCIZIO 1: MECCANICA LAGRANGIANA E HAMILTONIANA

In un piano orizzontale e fissato un sistema di assi cartesiani Ozy. In tale piano si muove un’asta rigida e omogenea
AB, di massa M e lunghezza L. Il centro di massa G dell’asta ¢ vincolato a scorrere senza attrito lungo una guida
coincidente con l'asse z (si veda la Fig. 1), ed & soggetto ad una forza elastica che lo attrae verso l'origine O,
Fi = -KOG, K > 0. L'estremo B dell’asta ¢ soggetto ad una forza elastica F» = —K PB, K > 0, dove P ¢ il punto
di coordinate (a,0), con a € R. Si adottino come coordinate lagrangiane I’ascissa 2 di G e ’angolo 6 che asta AB
forma con l'asse = (si veda la Fig. 1).

1. Si scrivano la funzione di Lagrange L del sistema e le equazioni del moto.

2. Si ricavi ’espressione dei momenti coniugati, p, e pg, e della Hamiltoniana H.

3. Si trovino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne discuta il numero e la stabilita al variare di a € (—o0, +00).
4

. Ponendo ora M =1, K =1, L = a = 1, si scelga una posizione di equilibrio stabile e si trovino le frequenze
delle piccole oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia dell’asta rispetto al suo centro di massa G ¢ ¢ Ig = 1—12ML2.

y

ESERCIZIO 2: TRASFORMAZIONI CANONICHE.

Data la trasformazione
Q =™ p®
P=pgpte

dalle variabili canoniche ¢,p alle variabili @, P, dire per quali valori dei parametri reali a, la trasformazione e
canonica. In corrispondenza di tali valori, determinare la funzione generatrice F5(q, P) della trasformazione canonica.

ESERCIZIO 3: RELATIVITA RISTRETTA

Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Un’astronave parte dalla Terra muovendosi lungo
Passe & con una velocita pari a ¢/2. Dopo un intervallo tempo Ty = 1 anno, dalla Terra viene inviato un messaggio
radio con il quale si richiede che ’astronave torni indietro. Appena ricevuto il messaggio, ’astronave inverte la
direzione del moto e si dirige verso la Terra con una velocita pari a 2¢/3.

1. Determinare, nel sistema di riferimento della Terra, quanto tempo & trascorso dalla partenza quando I’astronave
riceve il messaggio, e che distanza essa ha percorso in quell’istante.

2. Quando l’astronave torna sulla Terra, gli astronauti confrontano il loro orologio con un orologio rimasto sulla
Terra. Quale orologio ha segnato meno tempo, e di quanto?



Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 6 luglio 2018
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.

In un piano orizzontale, sul quale & fissato un sistema di assi cartesiani ortogonali Ozy, si muove un disco rigido e
omogeneo, di raggio R e massa M. Il punto A sul bordo del disco ¢ vincolato a scorrere senza attrito lungo una guida
coincidente con 'asse Oy. Il disco ¢ libero di ruotare attorno ad un asse perpendicolare al piano Ozy e passante per
A. Tl punto B del disco, diametralmente opposto ad A, & attratto verso il punto fisso P= (a,0) da una forza elastica
F=—-KPB, con K > 0.

Si adottino come coordinate lagrangiane l'ordinata y di A e 'angolo 6 che il diametro AB del disco forma con il verso
positivo dell’asse Oy (si veda la Fig. 1).

1. Si scrivano la funzione di Lagrange L del sistema e le equazioni del moto.

2. Si trovino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne discuta il numero e la stabilita al variare del parametro
a/R € (—00, +00).

3. Ponendo oraa =R =1, K =1, M =1, si scelga una posizione di equilibrio stabile e si determinino le frequenze
delle piccole oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia del disco rispetto al suo centro di massa G ¢ Ig = %M R2.
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Fig. 1

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche. Data la trasformazione

dalle variabili canoniche @, p alle variabili ¢, P, dire per quali valori dei parametri reali «, u la trasformazione e
canonica. In corrispondenza di tali valori, determinare la funzione generatrice F5(q, P) della trasformazione canonica.

Esercizio 3: Relativita ristretta.

Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Un’astronave parte dalla Terra muovendosi lungo
l’asse x con velocita vy = gc. Quando a bordo & trascorso un tempo 47, (con Tp = 1 anno), lastronave inverte il verso
del moto e torna a Terra, muovendosi con velocita vo = 5. Determinare, al ritorno a Terra dell’astronave, quanto
tempo ¢ trascorso dalla sua partenza nel sistema di riferimento solidale con la Terra, e nel sistema di riferimento
solidale con I’astronave.



Soluzione del Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 6 luglio 2018
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.
1. Siha zg = Rsin6, yo =y + Rcosf, xp = 2Rsinf, yp = y + 2R cos . Quindi 'energia cinetica &

1 1, 1 3 .
T:2M(¢é+yé)+21(;92:2M<y2+23292—23sm9g9).

L’energia potenziale &
U= %K [(zp —zp)*+ (yB —yp)?’] = %K (y* + 4Ry cos® — 4Rasin6) + 4R + a*.
La funzione di Lagrange ¢ L =T — U e le equazioni del moto sono
M (y — Rsinf6 — R005992) =—K (y+ 2Rcos?), M (3]{25 — Rsin0y> =2KR (ysinf + acosb).

2. Le derivate dell’energia potenziale sono
0,U = K(y + 2R cos 0), 0pU = —2K R (ysinf + acosf).
Annullando le derivate dell’energia potenziale si determinano le posizioni di equilibrio. Si ha

y = —2Rcos¥, (2Rsinf —a)cosf =0

La prima posizione di equilibrio & cos; =0, 61 = 5 e y1 = 0.
La seconda posizione di equilibrio € cosf, =0, 0 = —Z e yy =
Si hanno poi due posizioni equivalenti con cos@ # 0, sinflz 4 = 5%, cosf3 > 0 e cosfy < 0, cioe y3 = —V4R%2 —a? e

2R’
Y1 = V4R? — a?. Queste due posizioni esistono solo se

a a
1< —x<1 = —2< =<2
2R R

Le derivate seconde dell’energia potenziale sono
2,U=K, 05U=2KR(asing—ycost), 2,U=0,U=—2KRsin6.

L’hessiano nella prima posizione vale 2K2R(a — 2R) e poiché 9,,U > 0 la condizione necessaria e sufficiente di
equilibrio & che I'hessiano sia positivo. Si ha quindi che la posizione di equilibrio (y1,6;) ¢ stabile per % > 2.
L’hessiano nella seconda posizione vale —2K2R(a + 2R) e poiché 9,,U > 0 la condizione necessaria e sufficiente di
equilibrio & che I'hessiano sia positivo. Si ha quindi che la posizione di equilibrio (w2, 02) ¢ stabile per & < —2.

Nelle posizioni 3, 4 I'hessiano 4K2R? cos? § & sempre positivo, quindi queste posizioni di equilibrio sono stabili quando
esistono, cioe per —2 < & < 2.

Riassumendo, per % < —2 si hanno due posizioni di equilibrio, la prima instabile e la seconda stabile; per —2 < 4 < 2
si hanno quattro posizioni di equilibrio, la prima e la seconda instabili, la terza e la quarta (equivalenti) stabili; per
% > 2 si hanno due posizioni di equilibrio, la prima stabile, la seconda instabile.

3. Per i valori assegnati dalla traccia le posizioni stabili sono la 3 e la 4. La matrice dell’energia cinetica e

3 9 . 1
Tyy:M, Téé:§MR y TyézTéy:—MRs1n0:—§Ma.
La matrice dell’energia potenziale nelle posizioni di equilibrio stabile
Urow = K, Uso = 4KR27 Uig = Uy, = —Ka.

L’equazione secolare det |U;; — w?T;;| = 0 da

2
R* (K — Mw?) <4K — ‘;Mw?) —a? (K - ;Mw2) =0,



Sostituendo i valori si trova ’equazione biquadratica
5w —18w? +12 =0,
che ammette evidentemente due soluzioni positive,

9++21

: wi =2.717, w? = 0.8835.

wi =

Quindi le frequenze dei due modi normali sono wy = 1.648 e w_ = 0.9399.

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche.
Esprimendo @ e P come funzioni di ¢ e p otteniamo:

Q=aqd"p*?,
P=3¢" p_l/ 3,
Imponendo che la parentesi di Poisson [Q, P],, sia uguale ad 1 si ottiene y = —-5e a = ﬁ. Sappiamo che

dfz(q, P) = pdq + QdP.
Per ottenere Fy(q, P) bisogna quindi esprimere p e ) come funzioni di ¢ e P. Ottrniamo:

p=27¢ " P7?

_81
Q=P ¢
ed integrando p dq o, alternativamente, @ dP otteniamo
27
Fy(q,P)=—"q "p~°
20, P) = —114

Esercizio 3: Relativita ristretta.

Prendendo come origine del tempo coordinato ¢ e del tempo proprio dell’astronave 7 l'istante in cui ’astronave parte,
siano t1, 71 il tempo coordinato e il tempo proprio nel momento in cui questa inverte il suo senso di marcia, e siano
to, o il tempo coordinato e il tempo proprio al ritorno a terra. Sara, essendo vy = %c e vy =g,

v? 9 4
=\/1— 2ty =/1— —t, = —t1 =4T, — = 51T
Ty 2h 25t1 5t1 0 t1 = 5To,

la posizione dell’astronave quando inverte il senso di marcia sara
T =ity = 3c1y.

Nel viaggio di ritorno ’astronave impiega un tempo coordinato

to —t1 =

2
1
Tg —T1 = ]_—,(C)g(tQ—tl):\/;GTO:B\/gTO?

ty = 6Ty + 5Ty = 11Ty, 7= (3V3+4)Ty.

e un tempo proprio

quindi



Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 3 settembre 2018
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.

In un piano orizzontale, sul quale & fissato un sistema di assi cartesiani ortogonali Oxy, si muove una lamina quadrata
rigida e omogenea, ABCD, di lato L e massa M. Il vertice A della lamina & vincolato a scorrere senza attrito lungo
una guida coincidente con I'asse Ox. La lamina ¢ libera di ruotare attorno ad un asse perpendicolare al piano Oxy e
passante per A. Il vertice C della lamina & attratto verso il punto fisso P= (0,a) da una forza elastica F = —K PC,
con K > 0.

Si adottino come coordinate lagrangiane l’ascissa x di A e l’angolo € che la diagonale AC della lamina forma con il
verso positivo dell’asse Oz (si veda la Fig. 1).

1. Si scrivano la funzione di Lagrange £ del sistema e le equazioni del moto.

2. Si trovino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne discuta il numero e la stabilita al variare del parametro
7 €[0,400).

3. Ponendo ora ¢ =1, % = 1, si scelga una posizione di equilibrio stabile e si determinino le frequenze delle piccole
oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia della lamina quadrata rispetto al suo centro di massa G ¢ Iq = %M L2

P=(0, a) §

0 X A X

Fig. 1

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche. Data la trasformazione

Q =2(36)" P27 e(a=287)q
p=236P2e 2Ba

dalle variabili canoniche P, g alle variabili @, p, dire per quali valori dei parametri reali o, 8, v la trasformazione &
canonica. In corrispondenza di tali valori, determinare la funzione generatrice F5(g, P) della trasformazione canonica.

Esercizio 3: Relativita ristretta.
Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Sia dato, in un sistema di riferimento inerziale,
un sistema di coordinate spazio-temporale (ct,x,y, z). Siano dati i due eventi

El = (20&,1,0{,3), E2 = (aa1a173)

1. Indicare per quali valori del parametro reale « esiste un sistema di riferimento nel quale gli eventi F;, E5 sono
contemporanei, e, per questi valori di «, determinare una trasformazione di coordinate tra tale riferimento e il
riferimento di partenza.

2. Indicare per quali valori del parametro reale « esiste un sistema di riferimento nel quale gli eventi E;, Eo
avvengono nella stessa posizione e, per questi valori di «, determinare una trasformazione di coordinate tra tale
riferimento e il riferimento di partenza.

3. Nel caso @ = 2, determinare la separazione temporale tra gli eventi nel sistema di riferimento in cui questi
avvengono nella stessa posizione.



Soluzione del Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 3 settembre 2018
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.
1. Sihazg =2+ chos 0, ya = gL sinf, ¢ = x + V2L cos 8, yc = V2L sin 6. Quindi I’energia cinetica &

1 1 . 1 2 . .
T =M (48 + &) + 51(;92 =M (:,32 + gL2 6> — \/§Ls1n9¢0> .

L’energia potenziale &

U= %K [(zc —2p)® + (yo —yp)?] = %K (m2 + 2v2Lx cos § — 2v/2Lasin 9) + %K (2L +a?).

La funzione di Lagrange ¢ L =T — U e le equazioni del moto sono

M (fv'— gLsinHé— ?LCOS@9.2> =-K (96-1—\/5[/0059),

2 5 2
M <3L29— {Lsin&jj) = V2KL (zsinf + acosf).

2. Le derivate dell’energia potenziale sono
amU:K<$+\@LCOSG), U = —V2KL (xsinf + acosb).
Annullando le derivate dell’energia potenziale si determinano le posizioni di equilibrio. Si ha
z=—V2Lcosb, (ﬁLsinH—a) cosf =0

La prima posizione di equilibrio & cos6; =0, 61 = 5 e 21 = 0.

La seconda posizione di equilibrio & cosfy =0, 02 = =5 e 22 = 0.
Si hanno poi due posizioni equivalenti con cos@ # 0, sinfz 4 = %, cosf3 > 0 e cosfy <0, ciod 13 = —v2L2%2 —a? e

x4 = V2L2 — a2. Poiché la traccia assegna a > 0, aueste due posizioni esistono solo se

\@a a
0< — 1 0< — 2.
S9n < = <p<V2

Le derivate seconde dell’energia potenziale sono
02, U=K, 03,U=+V2KL(asinf—xcosh), 02U =0;,U=—V2KLsind.

L’hessiano nella prima posizione vale v2K?L(a — /2L) e poiché 9,,U > 0 la condizione necessaria e sufficiente di
equilibrio ¢ che I’hessiano sia positivo. Si ha quindi che la posizione di equilibrio (21,6;) ¢ stabile per + > V2.
L’hessiano nella seconda posizione vale —v/2K 2L(a + \/§L) e poiché 9,,U > 0 la condizione necessaria e sufficiente
di equilibrio ¢ che I’hessiano sia positivo. Si ha quindi che la posizione di equilibrio (x3,62) non & stabile per nessun
valore di % > 0.
Nelle posizioni 3, 4 I'hessiano 2K2L? cos? § & sempre positivo, quindi queste posizioni di equilibrio sono stabili quando
esistono, cioe per 0 < % < V2.
Riassumendo, per 0 < ¢ < V2 si hanno quattro posizioni di equilibrio, la prima e la seconda instabili, la terza e la
quarta (equivalenti) stabili; per ¢+ > V2 si hanno due posizioni di equilibrio, la prima stabile, la seconda instabile.
3. Per i valori assegnati dalla traccia le posizioni stabili sono la 3 e la 4. La matrice dell’energia cinetica e

V2

2 1
Too =M, Ty = gMLQ, Ty =Ty = —— MLsin0 = — Ma.

La matrice dell’energia potenziale nelle posizioni di equilibrio stabile e

Uza = K, Ugo = 2K L7, Ugo = Upy = —Ka.



L’equazione secolare det |U;; — w?T;;| = 0 da

Sostituendo i valori si trova ’equazione biquadratica
5wt —20w?4+12=0,

che ammette evidentemente due soluzioni positive,
V10
wi=2 <1 + 5) =  w? =3.265, w? =0.735.

Quindi le frequenze dei due modi normali sono w; = 1.807 e w_ = 0.857.

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche.
Esprimendo @ e P come funzioni di q e p otteniamo:

Q=2e"p",
1
P = =¢Papl/2,
6 p
Imponendo che la parentesi di Poisson [Q, P],, sia uguale ad 1 si ottiene « = - =3 ey = % Sappiamo che

dF5(q,P) = pdq + QdP.
Per ottenere Fy(q, P) bisogna quindi esprimere p e @ come funzioni di ¢ e P. Otteniamo:
p = 365 P2,
Q=12P¢%,
ed integrando p dq o, alternativamente, @ dP otteniamo

Fy(q, P) = 6% P2,

Esercizio 3: Relativita ristretta.
La separazione tra i due eventi e

AE = (o,0,a —1,0).
L’intervallo spazio-temporale &

AEQZQQ—(Q—1)2:2Q—1.

1

1. Esiste un sistema di riferimento in cui i due eventi sono contemporanei se AE? < 0 ovvero o < =.

2

La

trasformazione di coordinate tra questo riferimento e quello di partenza ¢ la trasformazione di Lorentz speciale

con ¥ = (0, B¢, 0), tale che
AEj =v(AEy — BAE;) = ~v(a—B(a—=1)) =0

ovvero

2. Esiste un sistema di riferimento in cui i due eventi avvengono nella stessa posizione se AE? > 0 ovvero o > % La
trasformazione di coordinate tra questo riferimento e quello di partenza & la trasformazione di Lorentz speciale

con ¥ = (0, B¢, 0), tale che
AFE), =~vy(AEy — BAEy) = y(a—1—Ba)=0

ovvero

a—1

8=

(67



3. Se a = 2, per

a—1 1
f=—""72

gli eventi avvengono nella stessa posizione, con separazione temporale
AEy = v(AEy — BAE;) = ~y(a — f(a—1)) = 0.

Essendo v = (1 — 82)"1/2 = 2/V/3, AE), = %(2 —1/2) = /3. A questo risultato si arrivava anche osservando

che nel riferimento in cui AE}, =0, AEj = VAE?2 =y2a—1= V3.



Prova in itinere di Meccanica Analitica e Relativistica del 7 novembre 2018
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

In un piano orizzontale, sul quale ¢ fissato un sistema di assi cartesiani ortogonali Ozy, si muove una guida circolare,
rigida e omogenea, di centro G, massa M e raggio R. Lungo un diametro della guida & saldata una barra AB,
rigida e omogenea, di massa m e lunghezza L = 2R. Il punto C della barra, che dista d = % dall’estremo A, &
vincolato a scorrere senza attrito lungo una guida coincidente con ’asse Ozx. 1l sistema e libero di ruotare rigidamente
attorno ad un asse perpendicolare al piano Oxy, passante per C, ed e soggetto alle due forze attive F, = —K H,A e
F, = —KHyB, con K > 0, dove H, ¢ la proiezione ortogonale di A sulla retta x = —v e Hy, € la proiezione ortogonale
di B sulla retta x =, con v > 0.

Si adottino come coordinate lagrangiane 'ascissa = di C e I'angolo € che la barra AB forma con il verso positivo
dell’asse Oz (si veda la Fig.1).

1. Si scrivano la funzione di Lagrange £ del sistema e le equazioni del moto.

2. Si trovino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne discuta il numero e la stabilita al variare del parametro
0l

€ (0, +00).
R )

3. Ponendo ora v = %, R=1, M =3 m=1, K =1, si scelga una posizione di equilibrio stabile e si determinino le
frequenze delle piccole oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia del sistema rispetto al suo centro di massa G e Ig = (M + %) R2.

Fig. 1



Soluzione della prova in itinere di Meccanica Analitica e Relativistica del 11 novembre 2018
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

1. Sthazg =x+ % cosl, yg = % sinf, xtpa =x — % cosf, rg = x + % cos 6. Quindi 'energia cinetica e

1 1 . 1 . R
T=5(M+m) (@& +98) + §Ic;92 B {(M+m)ﬂb2 + (5M+ 7m) R?6? — (M+m)Rsin9:'ce] .

4 12

L’energia potenziale &

1 1 R ! 3R ?
U= §K [(za —2n,)” + (2B — 2n,)?] = iK (m—20059+7> +§K <$+20056‘—'y> .

La funzione di Lagrange ¢ £L =T — U e le equazioni del moto sono

(M +m) (:’v’— %sin@é— ];c05992) = —K (22 + Rcos?),

(iM—f— 172m> R?6 — M;mRsineft = ?sinﬁ@m—i—f)]%cosﬁ—éw).

2. Le derivate dell’energia potenziale sono
KR .
0,U = K (22 + Rcos?), 89U:751n9(4772x75Rc0s9).
Annullando le derivate dell’energia potenziale si determinano le posizioni di equilibrio. Si ha
R .
x:—gcose, (2x 4+ 5Rcosf — 4v)sinf =0
La prima posizione di equilibrio ¢ sinfy =0, 01 =0 e 1 =
La seconda posizione di equilibrio & sinf; =0, 6o =7 e x5 =

Si hanno poi due posizioni equivalenti con sinf # 0, cosf3 4
;
traccia assegna v > 0, queste due posizioni esistono solo se

_k
5 -
bid
5 -

%, sinf3 > 0 esinfy <0, e 134 = —3. Poiché la

—_

0< =<

==

Le derivate seconde dell’energia potenziale sono

KR

92, U =2K, 95,U=—[(4y— 2z —5Rcos0)cosf +5Rsin*0], 92U = 95,U = —KRsin.

L’hessiano nella prima posizione vale 4K2R(y— R) e poiché 9,,U > 0 la condizione necessaria e sufficiente di equilibrio
stabile ¢ che I'hessiano sia positivo. Si ha quindi che la posizione di equilibrio (1, 6;) ¢ stabile per % > 1.
L’hessiano nella seconda posizione vale —4K2?R(y + R) e poiché d,,U > 0 si ha che la posizione di equilibrio (22, 6)

non e stabile per nessun valore di % > 0.

Nelle posizioni 3,4 ’hessiano 4K2R?sin? # & sempre positivo, quindi queste posizioni di equilibrio sono stabili quando
esistono, cioe per 0 < % < 1.

Riassumendo, per 0 < % < 1 si hanno quattro posizioni di equilibrio, la prima e la seconda instabili, la terza e la
quarta (equivalenti) stabili; per % > 1 si hanno due posizioni di equilibrio, la prima stabile, la seconda instabile.

3. Per i valori assegnati dalla traccia le posizioni stabili sono la 3 e la 4. La matrice dell’energia cinetica ¢

1
Tig=M+m=4, Ty = (iM—f— 172m> R2=§3, Tw:Téi:—g(M+m)sin9:—2sin0.



La matrice dell’energia potenziale nelle posizioni di equilibrio stabile e
5 2 .9 S . 9 . .
Upr = 2K =2, Ug():iKR sin 0:§s1n 0, Uzg = Uy, = —KRsinf) = —sin 6.

L’equazione secolare det |U;; — w?T;;| = 0 da

5 13
(2 — 40.)2) (2 sin? 6 — 3w2> — (1 — 2w2)2 sin?6 = 0,
dove sin?0 = 1 — cos?6 = 1 — 7%—22 = g nelle posizioni di equilibrio 3,4. Sostituendo i valori si trova l’equazione
biquadratica

34w —27w? +5=0,
che ammette evidentemente due soluzioni positive,

271+7

68

1 5
2 2
2 _Tl

2
(JJi: 2,

Quindi le frequenze dei due modi normali sono w; = \/g ~0.7107T e w_ = ,/1—57 =~ 0.542.



Prova in itinere di Meccanica Analitica e Relativistica del 16 gennaio 2019

Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Si risolvano gli esercizi 1,2,3 e un esercizio a scelta tra 4a e 4b.

1. Trasformazioni canoniche. Data la trasformazione

1
Q==¢"Inp

¥
P=qp®

dalle variabili canoniche g, p alle variabili @), P, dire per quali valori dei parametri reali «, 3, la trasformazione &
canonica. In corrispondenza di tali valori, determinare la funzione generatrice della trasformazione canonica, Fy(p, P).

2. Trasformazioni di Lorentz. Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Sia dato, in
un sistema di riferimento inerziale, un sistema di coordinate (ct,x,y, z). Siano dati due eventi E;, Fs di coordinate,
nel riferimento dato,

E,=(-1,1,1,3) Ey=(4,1,1,-1).

1. Indicare se esiste un riferimento in cui gli eventi E, Fo avvengono nella stessa posizione e, in tal caso, determinare
la trasformazione di coordinate tra tale riferimento e il riferimento di partenza.

2. Determinare la separazione temporale cAt’ tra gli eventi F1, E5 nel nuovo riferimento.

3. Cinematica relativistica. Dopo aver sincronizzato gli orologi, due astronauti (A e B) partono da terra,
muovendosi lungo l'asse x in versi opposti; I'astronave di A ha una velocita di modulo ¢/2, lastronave di B ha una
velocita di modulo ¢/3. Ognuno dei due astronauti, quando il proprio orologio indica che ¢ trascorso un tempo 79 = 1
anno dalla partenza, inverte istantaneamente il verso del proprio moto, tornando a terra. Qual & la differenza tra i
tempi di arrivo T4 e T dei due astronauti, misurata da un orologio rimasto in quiete a terra?

4a. Dinamica relativistica. Una particella relativistica di massa propria m ¢ vincolata a muoversi lungo ’asse z
sotto I’azione di una forza conservativa la cui energia potenziale & V(z) = Az, con A > 0. Ad un certo istante, la
particella transita per 'origine con velocita vg > 0. Si determini ’ascissa massima xj; raggiunta dalla particella in

funzione di vg; si determini quindi vy, sapendo che Axy = %mcz.

4b. Urti. Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Una particella di massa a riposo
my = g—gm si muove lungo ’asse = con velocita v; = %c ed urta una particella di massa mq = %m a riposo nell’origine
del sistema di coordinate. Nell’'urto viene prodotta un’unica particella di massa M e velocita V. Determinare M e V'
assumendo assegnata m.



Soluzioni della prova in itinere di MAR del 16 gennaio 2019
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

1. Trasformazioni canoniche. Per fissare i parametri «, 3, v imponiamo la condizione:

Po _ I
[Q, Plgp=1="—=¢p* " Inp— —p*~'¢’
Y Y
dalla quale segue che o =1, f =0, v = —1. la trasformazione canonica risulta quindi essere:
Q=—Inp
P=qp

11 differenziale dFy(p, P) = —qdp + QdP ci dice che Fy si ottiene integrando —gdp a P fissato o Q dP a p fissato,
considerando g = ¢(p, P) e Q = Q(p, P). Si ottiene:

P
Fy(p, P) = */Flp =—Plup

Fy(p, P) = —/lnde =—Plnp

2. Trasformazioni di Lorentz. La separazione tra gli eventi Fq, E5 & il quadrivettore
E1Ey = (5,0,0,—4).
L’intervallo spazio-temporale tra gli eventi ¢ la norma
|E1Es|* =25-16=9>0
quindi la separazione ¢ di tipo tempo, ed esiste un riferimento inerziale in cui gli eventi avvengono nella stessa
posizione.

Nel riferimento di partenza cAt = 5, Az = —4, mentre Az = Ay = 0, quindi il riferimento cercato & in moto lungo
I'asse z rispetto a quello di partenza, e le sue coordinate si ottengono con una trasformazione di Lorentz speciale

. s . . . —~1/2 oo .
con ¥ = (0,0, v) velocita del nuovo riferimento rispetto al vecchio, e v = (1 —v?/ 02) / . Nel nuovo riferimento i due
eventi F1, Fs avvengono nella stessa posizione, quindi

Az’:*y(Az—gcAt):O = Az—Zent=—4-Y5=0
c c c

quindi

N DUV GRS [
YR 7T 25 ~ 3

La separazione temporale nel nuovo riferimento &

At = (eat - UAz) = g [5— (—4/5)(—4)] = 3.



3. Cinematica Relativistica. Prendiamo come origine dei tempi propri e coordinati ’evento O di partenza degli
astronauti da terra. Quando l'astronauta A inverte il proprio moto, il suo tempo proprio ¢ 75 mentre il tempo
coordinato e

" T0 - 1 2’7’0
A= =170 e y—N
_ v 11 V3
c2 4
Quando 'astronauta B inverte il proprio moto, il suo tempo proprio & 79 mentre il tempo coordinato &
tr — T0 - 1 o 37’0
B = =To = .
Vg 11 2V2
—- % 5

Il ritorno a terra dell’astronauta A avviene al tempo coordinato (che ¢ anche il tempo misurato da un orologio rimasto
a terra) Ty = 2t 4, mentre il ritorno a terra dell’astronauta B avviene al tempo coordinato T = 2tg. La differenza
tra questi due tempi e

4 3

T)—Tg=———]7=0.18870 = 0.188 anni .
ATE <¢:§ ﬂ) 0 0

4a. Dinamica relativistica. L’ascissa in questione e quella del punto di inversione del moto. Per la conservazione
dell’energia meccanica si ha

2 2 1
me = Axpy +mc? = :EM:% — 1
v A Yo
-3 1-2
Per la condizione posta dal problema
1 5 N 3
== vg = —¢C
w4 0
2

= % I due quadrimpulsi risultano quindi:

5 27 4 5 27
—me, - X = = (=
3 20 5 3 20 4
3
b2 = (Z mc,0,0,0)

9

me, — me, 0,0)
5

e per la legge di conservazione del quadrimpulso:

9
p1+p2 = (3mc,gmc,0,0) = (T'Mc,TMV,0,0)

dalla quale si ottiene:

e di conseguenza:



Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 29 gennaio 2019
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.

In un piano verticale, sul quale e fissato un sistema di assi cartesiani ortogonali Oxz, con asse z verticale discendente,
si muove il sistema rigido formato da una guida circolare omogenea, di raggio R e massa m, e da una barra omogenea,
di lunghezza 2R e massa m, saldata sul diametro AB della guida circolare (si veda la Fig.1). Il punto A del sistema
¢ vincolato a scorrere senza attrito lungo l’asse Oz. Sul sistema agiscono le forze attive F'; = —kOA, con k£ > 0,
Fy = —kHG, dove G ¢ il centro di massa del sistema e H ¢ la proiezione ortogonale di G sull’asse Oz, e la forza peso,
diretta nel verso positivo dell’asse Oz. Si indichi con g > 0 il valore dell’accelerazione di gravita. Si adottino come
coordinate lagrangiane la coordinata z di A e I’'angolo 6 che AB forma con il verso positivo dell’asse Oz.

1. Si scrivano la funzione di Lagrange £ del sistema e le equazioni del moto.

2. Si trovino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne discuta il numero e la stabilita al variare del parametro
A= 78 € 0,400).

3. Ponendo ora g =1, m =1, R =1, k = 4, si scelga una posizione di equilibrio stabile e si determinino le frequenze
delle piccole oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia sistema rigido guida+barra rispetto al suo centro di massa G e Ig = %mRQ.

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche.
Data la trasformazione

1
p=—In(2Qq*?
(6

1
P = Z(20)6/  B—(9/)
3 (2Q)7%¢
dalle variabili ¢, @ alle variabili p, P, dire per quali valori dei parametri reali o, 3 la trasformazione ¢ canonica. In
corrispondenza di tali valori, determinare la funzione generatrice Fs(q, P) della trasformazione canonica.

Esercizio 3: Relativita ristretta.

Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Una astronave parte da terra muovendosi lungo
Passe x con velocita ¢/4. Dopo un tempo 7" = 1 anno, da terra viene inviato un segnale elettromagnetico verso
lastronave. Quando I’astronave riceve il segnale, essa inverte il verso del moto, tornando verso terra con velocita ¢/2.
Nel momento in cui inverte il senso di marcia, I’astronave manda un segnale elettromagnetico verso terra.

1. Determinare lintervallo di tempo, misurato da un orologio a terra, tra il ricevimento del segnale emesso
dall’astronave, e I'arrivo dell’astronave stessa.

2. Determinare il ritardo tra ’orologio a terra e quello sull’astronave, misurato nell’istante in cui I’astronave e tornata
a terra.



Soluzione del Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 29 gennaio 2019
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.
1. Si ha zg = Rsin®, zg = z + Rcosf. Quindi ’energia cinetica e

1 1, 1 10 , . :
T =5(2m) (48 + 2&) + 51(;92 =5m (222 - 332 6% — 4Rsin92’:9> .

L’energia potenziale &

1 1
U= 514:22 + ik‘(z + Rcosf)? — 2mg(z + Rcos®).

La funzione di Lagrange ¢ £L =T — U e le equazioni del moto sono

% — Rsin#0 — Rcos 6 6? :gfE <Z+Rc080>,
m 2

?Rzé —2Rsinfz = U; (z+ Rcost) — 29} Rsiné.
2. Le derivate dell’energia potenziale sono
0.U =k (22 4+ Rcosf) — 2mg, 09U = Rsinf [2mg — k(z + Rcos0)].
Annullando le derivate dell’energia potenziale si determinano le posizioni di equilibrio. Si ha
z+ % cost) = 74,
(24 Rcos — 222) sin = 0.

La prima posizione di equilibrio ¢ sinfy =0, 0; =0e z; = % —
La seconda posizione di equilibrio & sinfly =0, f =7 e 2o = 52

+ ol
vl

O34 = 2,:1—39, sinfl3 > 0 e sinfy < 0. Queste due

»n

Si hanno poi due posizioni equivalenti con sinfl3 4 # 0, 234 = 0, co
posizioni esistono solo se

2mg
< ——<1 = 0< A<
S9R S SAS

| =

Le derivate seconde dell’energia potenziale sono

D2 U =2k, 02,U = Rcosf [2mg — k(z + Rcos0)] + kR*sin?0,  02,U = 02.U = —kRsin.

L’hessiano nella prima posizione vale 2k?R? (% — %) e poiché 92.U > 0 la condizione necessaria e sufficiente di

equilibrio stabile ¢ che I’hessiano sia positivo. Si ha quindi che la posizione di equilibrio (z1,6;) & stabile per A > %
L’hessiano nella seconda posizione vale —2k?R? (73 + 1) e poiché 92U > 0 la condizione necessaria e sufficiente di
equilibrio stabile & che I’hessiano sia positivo. Si ha quindi che la posizione di equilibrio (z2,62) non ¢ stabile per
nessun valore di A > 0.

Nelle posizioni 3,4 hessiano K2R?sin? § & sempre positivo, quindi queste posizioni di equilibrio sono stabili quando
esistono, cioe per 0 < A < %

Riassumendo, per 0 < A < % si hanno quattro posizioni di equilibrio, la prima e la seconda instabili, la terza e la
quarta (equivalenti) stabili; per A > % si hanno due posizioni di equilibrio, la prima stabile, la seconda instabile.

3. Per i valori assegnati dalla traccia le posizioni stabili sono la 3 e la 4. Si ha cosf34 = % e sinfs 4 = :t@. La
matrice dell’energia cinetica ¢

T:; =2m Ty = —mR?, T.; =T, = —2mRsin6.

La matrice dell’energia potenziale nelle posizioni di equilibrio stabile e

U., =2k, Uy =kR%*sin?0, U,y = Uy, =—kRsiné.



L’equazione secolare det |U;; — w?T;;| = 0 da

2
(5-) ()3 () o
Sostituendo i valori si trova I’equazione biquadratica
11w —62w? +36=0,
che ammette evidentemente due soluzioni positive,

31 £ /565

o wi =4.98, w? = 0.657.

Wi =

Quindi le frequenze dei due modi normali sono w; = 2.23 e w_ = 0.811.

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche.
Esprimendo Q in funzione di p e g otteniamo:

_ L s ap
Q—zq e
1
P = 2P efP
31°

Imponendo che la parentesi di Poisson [Q, P],, sia uguale ad 1 si ottiene
1
Pl = B+3/2—1 (a+6)p 9— -1
Q. P = ##3/271 et £ (9 — ap)
che implica o = —6, g = —%. La trasformazione ¢ quindi canonica se

Q= %q3/2 o 6P

1
P = g q71/2 66p.

Per ottenere F»(q, P) bisogna ricavare p e ) in funzione di ¢ e P:
p=—In(3¢"*P)

Q=

S| = O =
e

Sappiamo che dFs(q, P) = pdq + QdP e quindi:

1
Fy(q, P) =/é%dP + f(q)

1 1 1
Fy(q,P) = élnqu—i— Elnqdq—kgqlni’)

= f(qg) = [ Ingdg + tqgIn3 =

1 1 1
Fy(q,P) = gqlnP + /E Ingdg + 6q1n3.

Esercizio 3: Relativita ristretta.

Fissiamo l'origine degli orologi a terra e sull’astronave al momento della partenza, e sia x = 0 la posizione della terra.
Sia A Pevento in cui astronave ¢ raggiunta dal segnale elettromagnetico. Il tempo t4 e la posizione x4 di questo

evento si ottengono risolvendo il sistema di equazioni
T = C(tA — T)

C
TA = itAv



che ha come soluzione

1. Siano B l’evento del ricevimento a terra del segnale dall’astronave, e C' ’evento del ritorno a terra dell’astronave.
Poiche il segnale viene emesso in A,

tg =t —==T+=-T==T
B=1a+ 3 +3 3
T A 4 2
toc =t =-T+=-T=2T
c=tatTn =30 T3
quindi
1

2. Sia v1 = ¢/4 la velocita nel tratto OA, vo = ¢/2 la velocita nel tratto AC. L’orologio sull’astronave, nell’evento A,

misura il tempo proporio
2 14 V15
TA\/1U;tA\/1TT.
c

16 3 3

L’intervallo di tempo proprio sull’astronave tra A e C' ¢

3 1 4 V32 V3
TC‘TAZM“C””Z 1‘4(2T‘3T) “o3 Tl

_V15+V38
-

quindi

o T ~1.87T

e il ritardo ¢

tc — 710 =2T—-187T =0.13T.



Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 19 febbraio 2019
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.

In un piano orizzontale, sul quale ¢ fissato un sistema di assi cartesiani ortogonali Ozxy, si muove una guida quadrata
omogenea ABCD, di lato a e massa m. Il punto medio M del lato AB della guida quadrata € vincolato a scorrere
senza attrito lungo 'asse Oz, e la guida quadrata e libera di ruotare attorno ad un asse perpendicolare al piano Ozy
e passante per M (si veda la Fig. 1). Sul sistema agiscono le forze attive F'; = —kOM, con k > 0, e F', = —kHB, con
H proiezione ortogonale di B sulla retta y = d (con d > 0). Si adottino come coordinate lagrangiane l'ascissa = di M
e 'angolo 0 che il lato AB della guida quadrata forma con il verso positivo dell’asse Oz.

1. Si scrivano la funzione di Lagrange £ del sistema e le equazioni del moto.

2. Si trovino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne discuta il numero e la stabilita al variare del parametro
A=9>0.

3. Ponendo ora k=1, m=1,a =4, d=1, si scelga una posizione di equilibrio stabile e si determinino le frequenze
delle piccole oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia della guida quadrata rispetto al suo centro di massa G ¢ Ig = %maz.

y

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche.

Data la trasformazione

1, 72p2
3q ( 2

P=2~v¢"p

dalle variabili ¢, p alle variabili (), P. Dire per quali valori dei parametri reali «, 8, la trasformazione € canonica.

In corrispondenza di tali valori, determinare la funzione generatrice Fy(g, P) della trasformazione canonica. (Si

suggerisce, nel calcolo della funzione generatrice, di integrare le espressioni di 88}; 2 ¢ %1;3, trovandone le soluzioni

generali, e imporre che siano la stessa funzione; in alternativa, eseguire il calcolo dell’integrale di linea lungo una linea
scelta in modo tale da rendere semplice il calcolo).

Esercizio 3: Relativita ristretta.

Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Una particella di massa a riposo m; si muove
lungo l’asse x con velocita v; ed urta una particella di massa meo a riposo nell’origine del sistema di coordinate.

Nell’'urto viene prodotta un’unica particella di massa M e velocita V. Sapendo che v; = %c e ;= &, determinare

ma
Ve72.



Soluzione del Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 19 febbraio 2019
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.
1. Siha xm =, yp = §sinf, xg = x + §sinf, yoc = —5 cosf. Quindi 'energia cinetica ¢

1 1. 1 19 4 :
T= 5m (28 +9&) + 5]@02 =5m (:'v2+ 12a202+ac059j:9> .

L’energia potenziale e
1 1 2
U=§k‘l‘2+§]€ (%sin@—d) .

La funzione di Lagrange ¢ L =T — U e le equazioni del moto sono

T+ g00599— g5111992 = ——u,
2 2 m

19 , . k
—a29+gc0599’é: a4

a .
1 5 %(d—isme)cosﬁ.

2. Le derivate dell’energia potenziale sono

ka ra .
0. U = kx, OgU = 5 (5 sm0—d) cos 6.

Annullando le derivate dell’energia potenziale si determinano le posizioni di equilibrio. Si ha

z =0,
(% sin@—d) cosf = 0.

La prima posizione di equilibrio ¢ x1 =0 e cosy; =0, 61 = 3.
La seconda posizione di equilibrio € zo = 0 e cosfy =0, O3 = 37”
Si hanno poi due posizioni equivalenti con z34 = 0, cosfs 4 # 0, sinfs 4 =

posizioni esistono solo se

2d

a”

cosfl3 > 0 e cosfy < 0. Queste due

2
0<—d§1 = A> 2.
a

Le derivate seconde dell’energia potenziale sono

ka a ka?

DPU=k, 03U= > (d —3 SinH) cosf + - cos?0, 0%,U =0;,U =0.

Poiché 92, U > 0 e 92,U = 92,U = 0 la condizione necessaria e sufficiente di equilibrio stabile & che sia anche 93,U > 0.
Si ha quindi che la posizione di equilibrio (x1,6;) & stabile per A < 2.

La posizione di equilibrio (2, 62) non & stabile per nessun valore di A > 0.

Nelle posizioni 3,4 si ha 8§9U = kT“Q cos? 0, quindi queste posizioni di equilibrio sono stabili quando esistono, cioe per
A> 2.

Riassumendo, per 0 < A < 2 si hanno due posizioni di equilibrio, la prima stabile, la seconda instabile; per A > 2 si
hanno quattro posizioni di equilibrio, la prima e la seconda instabili, la terza e la quarta (equivalenti) stabili.

3. Per i valori assegnati dalla traccia le posizioni stabili sono la 3 e la 4. Si ha sinfl34 = 1 e cosf34 = :t@. La
matrice dell’energia cinetica &

19 ma
Tie =m Ty = e T =Ty, = —- cos 0.
La matrice dell’energia potenziale nelle posizioni di equilibrio stabile e

k 2
Upe =k, Upg= % cos?0,  Ugp = Upy = 0.



L’equazione secolare det |U;; — w?T5)]

<k —w2> (k cos? 6§ — 1—
m m 3

=0da

Sostituendo i valori si trova I’equazione biquadratica

9
w2> —cos?Qw* =0,

67wt —85w? +9 =0,

che ammette evidentemente due soluzioni positive,

Wi =

85 £ /4813
134

wi =115, w? =0.117.

Quindi le frequenze dei due modi normali sono wy = 1.07 e w_ = 0.341.

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche.
Imponendo che la parentesi di Poisson [Q, P],, sia uguale ad 1 si ottiene

2

2

2 - 7P 2 _
[Q,P] = Savq™ ™7 (1 = =) + 2By e Ty P = 1,
che implica a + 8 =1, 8 = 3, %oz’yzl éaz%,ﬁz%,vz%
Per ottenere F»(q, P) bisogna ricavare p e ) in funzione di ¢ e P:
_ 2P
p= 941/3
1 2/3 P?
C=30" g
Sappiamo che dFs(q, P) = pdg + QdP e quindi:
2P P23
R P) = [ ghda + 1(P) = T 4 £(P)
1 p2 Pq2/3 p3
Fy(q,P)= | [=¢*® == )dP = -
2(¢, P) /<3q o + 9(q) 3 7 T 9
=g(q)=0e f(P)= —%3 (a meno di costanti additive) cosicché
Pq2/3 p3
Fy(q,P) = - —.
2(q7 ) 3 72

Esercizio 3: Relativita ristretta.
Per la conservazione dell’impulso,

mi1vy1v1 = MTV .

2
Elevando al quadrato, e sapendo che {2 =7 — 1, F2‘C/—22 =T2_-1,

ed essendo
1
’Y% = w2
1-4
9
2_ Y a2
my = 39 )
si ha
= e

mi(hi —1) = M*(I* — 1)

4
= = 7%*1157



Per la conservazione dell’energia,

quindi




Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 24 giugno 2019
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.

In un piano verticale, sul quale e fissato un sistema di assi cartesiani ortogonali Ozz, con z verticale discendente, si
muove una guida circolare rigida e omogenea, di centro G, raggio R e massa 3m. Sul diametro AB della guida &
saldata una barra rigida e omogenea di massa m. Il punto D dell’asta, a distanza d = %R da A, & vincolato a scorrere
senza attrito lungo una guida rettilinea coincidente con ’asse Oz, e il sistema rigido composto dalla guida circolare e
dalla barra e libero di ruotare attorno ad un asse perpendicolare al piano Ozz e passante per D (si veda la Fig. 1).
Sul sistema agiscono le forze attive F'; = —kOD, con k > 0, F', = —k HB, con H proiezione ortogonale di B sull’asse
Oz, e la forza peso, con g > 0 intensita dell’accelerazione di gravita. Si adottino come coordinate lagrangiane la
coordinata z di D e I’angolo 6 che la barra AB forma con il verso positivo dell’asse Oz.

1. Si scriva la funzione di Lagrange £ del sistema; non & richiesto di ricavare le equazioni del moto.

2. Si trovino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne discuta il numero e la stabilita al variare del parametro
A=78>0.

3. Ponendoora k=4, m=1, R=4, g =9, si scelga una posizione di equilibrio stabile e si determinino le frequenze
delle piccole oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia del sistema rigido composto dalla guida circolare e dalla barra rispetto al suo centro di
massa G ¢ Ig = 2mR%

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche.

E data la trasformazione

- qa/Q

p= 2@1/2
o Bq:+%)
(4Q)°/2

dalle variabili ¢, @ alle variabili p, P.
1. Dire per quali valori dei parametri reali «, d, B la trasformazione & canonica.
2. In corrispondenza di tali valori, determinare la funzione generatrice F3(p, @) della trasformazione canonica.

Esercizio 3: Relativita ristretta.

Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Sono assegnati nello spazio-tempo di Minkowski
(ct,x,y,z) 1tre eventi E1 = (1,1,0,0), Es = (2,1,4,0) e E5 = (5,1,0,3).

1. Determinare la velocitd vi = (vig, v1y, V1) di un sistema di riferimento in cui gli eventi E, Ey sono simultanei.
2. Determinare la velocita vg = (vaz, vy, v2-) di un sistema di riferimento in cui gli eventi E, F3 avvengono nella
stessa posizione.

3. Determinare la velocita vg = (vsz, U3y, U3;) di un sistema di riferimento in cui gli eventi Ey, E3 sono simultanei.



Soluzione del Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 24 giugno 2019
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.
1. Sihazp =z, 25 =z + 2Rcosf, zg = 3 Rsinf, zg = z + 2 Rcosf. Quindi I'energia cinetica &

1 1. ., 1 13 5. :
T:24m(9’cé+z’é)+21(;02:2m<422+3R292—4Rsin902).

L’energia potenziale e
2
1 1 1 1 3 1
U= akz,% + ikz% —4dmgzg = kaz + Ek (z + 2RCOSQ) —4dmg (z + 2Rcos€) .

La funzione di Lagrange & £ = T —U. Per completezza, si riportano qui di seguito le equazioni del moto (non richieste
dalla traccia):

2m (22 — Rsinff — Rcos&éz) =—k (22 + ZRCOS@) + 4mg,

1 N
m (;Rz 0 —2Rsinf z> = gkR <z + chos 0> sin@ — 2mgRsin 6.
2. Le derivate dell’energia potenziale sono
3 . 3 3 .
0., U=k (22 + §Rcos 9) — 4mg, 0pU = 2mgRsin 6 — ikR (z + iRcos 9) sin 6.

Annullando le derivate dell’energia potenziale si determinano le posizioni di equilibrio. Si ha

4z 4+ 3Rcosf —8\R =0,
(62 +9Rcosf — 8AR)sinf = 0,

dove si ¢ introdotto il parametro adimensionale A = 7% > 0 suggerito dalla traccia.

La prima posizione di equilibrio & z; = 823 R e sin6; = 0, §; = 0.

La seconda posizione di equilibrio € z5 = %R esinfy =0, 0 = .

Si hanno poi due posizioni di equilibrio equivalenti, 234 = %)\R7 cosfs 4 = —%)\, sinfl3 > 0 e sinfy < 0. Queste due
posizioni esistono solo se

8
——A> -1 = A
92

IN
x| ©

Le derivate seconde dell’energia potenziale sono
1 9 3
02U =2k, 03U = R cosd (8AR — 6z — 9R cos ) + ZkRQ sin?6, 93U =03,U = —5kRsing.

Poiché 92U > 0 e nelle posizioni 1,2 6‘er = 832U = 0 la condizione necessaria e sufficiente di equilibrio stabile &
che sia anche BgeU > 0. Si ha quindi che la posizione di equilibrio (z1,61) non ¢ stabile per nessun A > 0, mentre la
posizione di equilibrio (z3,6s) & stabile per A > %.

Nelle posizioni 3,4 il determinante della matrice Hessiana vale %k2R2 sin? @ > 0, quindi queste posizioni di equilibrio
sono stabili quando esistono, cioe per A < %.

Riassumendo, per 0 < A < % si hanno quattro posizioni di equilibrio, la prima e la seconda instabili, la terza e la
quarta (equivalenti) stabili; per A > % si hanno due posizioni di equilibrio, la prima instabile e la seconda stabile.

3. Per i valori assegnati dalla traccia si ha A = 1% < %, quindi le posizioni stabili sono la 3 e la 4. Si ha cosf3 4 = —%

esinfzy = :I:@. La matrice dell’energia cinetica e

T::=4m, Ty =—mR?  T,5=T;.=—2mRsind.



La matrice dell’energia potenziale nelle posizioni di equilibrio stabile e
U.. =2k, Uy = %kRQ sin?0, U,y =Uy, = f;kRsiné).
L’equazione secolare det |U;; — w?T;;| = 0 da
(292 — 4w2) (Z sin? 6 Q% — 133 2) —sin? 6 (292 — 2w2>2 =0,
dove Q2 = % Sostituendo i valori si trova ’equazione biquadratica
688 w? — 524 02 w? +810* =0,

che ammette evidentemente due soluzioni positive,

262 + V1291
w? = 6T\/8WQQ = w} ~054609% w’ ~0.21560Q°.

Quindi le frequenze dei due modi normali sono w4 = 0.739Q e w_ ~ 0.464 Q. Per i valori assegnati dalla traccia si
ha Q = 2.

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche.
1. Esprimendo @, P in funzione di ¢, p otteniamo:

1 o, —2
Q=4
P:Bq1/3p§

Imponendo che la parentesi di Poisson [@Q, P],,, sia uguale ad 1 si ottiene
B
QP = 2 (ad 4+ 2)glomtp= = 1

che implica o = £, § = 3, B—g
2. Per ottenere F5(p, Q) bisogna ricavare ¢ e P in funzione di p e Q, in corrispondenza dei valori trovati per «, d, B:

wlN

q=38Q**p*
P =3QY2p!
Sappiamo che dF3 = —¢gdp — PdQ e quindi, scegliendo per esempio la spezzata (0,0) — (p,0) — (p, Q) come

cammino d’integrazione, si ottiene

F3(p,Q) = —2Q%?p*.

Esercizio 3: Relativita ristretta.
Le separazioni tra gli eventi sono
Ep = (1,0,4,0) genere spazio (spacelike),
E3 = (4,0,0,3) genere tempo (timelike),
Eos = (3,0,—4,—3) genere spazio (spacelike).
1. T riferimento (ct’,2’,y’,z’") in cui E;, E2 sono simultanei & in moto con velocita ©7 = (0,v1,0), tale che

4vq c

cAt =y (cAt—UflAy)Z’h (1—>=0 = U=
c c 4

2. 1l riferimento (ct”, 2"

tale che

,y"”,2") in cul Eq, E3 avvengono nella stessa posizione & in moto con velocita ¢y = (0,0, v2),

A" =y (Az — v At) = (3—410)2):0 = 1)2:%6.



3. Un possibile riferimento (ct’”’, 2" 4", 2""") in cui E3, E3 sono simultanei & in moto con velocita o5 = (0, vs, 0), tale
che

4 3
cAt" =y (cAt - %Ay) = (3 + ?) =0 = wv3= i

Un’altra possibile soluzione prevede che il moto avvenga sul piano yz, dal punto (0,0), al punto (—4, —3). Ruotando
gli assi sul piano (y,z) e chiamando 7 lasse che passa per (0,0) e (—4,—3), abbiamo Ap = /(—4)2 + (-3)2 = 5.
Allora il riferimento (ct’, 2", y"',2"") in cui E3, E5 sono simultanei ¢ in moto con velocita la cui unica componente

non nulla ¢ v,, lungo I'asse 7, tale che

5 3
cAt""yn(cAtvann)fyn( Z”)O = vy = e

Riproiettando sul piano zy, si trova che il sistema ¢ in moto con velocita vi3" = (0, v,,v,), tale che

(—4) 12 (—3) 9

Vy =Vp—— = — = VU, = Uy =—-——c¢,

C’
) 25



Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 16 luglio 2019
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.

In un piano orizzontale, sul quale & fissato un sistema di assi cartesiani ortogonali Ozy, si muove una lamina quadrata
ABCD rigida e omogenea, di lato L e massa m. Il punto medio M del lato AB & vincolato a scorrere senza attrito
lungo una guida coincidente con ’asse Ox e la lamina e libera di ruotare attorno ad un asse perpendicolare al piano
Ozxy e passante per M (si veda la Fig.1). Sul sistema agiscono le forze attive F'; = —kOM, con k > 0, F, = —k HN,
con N punto medio del lato CD e H proiezione ortogonale di N sulla retta y = a, con a > 0. Si adottino come
coordinate lagrangiane 'ascissa x di M e I’angolo 6 che il segmento MN forma forma con il verso positivo dell’asse
Oz.

1. Si scrivano la funzione di Lagrange £ del sistema e le equazioni del moto.

2. Si trovino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne discuta il numero e la stabilita al variare del parametro
A=1>0.

3. Ponendo ora k=4, m =4, L =4, a = 2, si scelga una posizione di equilibrio stabile e si determinino le frequenze
delle piccole oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia della lamina quadrata rispetto al suo centro di massa G ¢ Ig = %mLQ.

y H

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche.

Sia data la trasformazione

- (8"

P — BpE-2/3) (%)”/3

dalle variabili p, @ alle variabili ¢, P.
1. Dire per quali valori dei parametri reali v, J, B la trasformazione & canonica.
2. In corrispondenza di tali valori, determinare la funzione generatrice Fs(q, P) della trasformazione canonica.

Esercizio 3: Relativita ristretta.

Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Due particelle di masse a riposo m; = ms = m
si muovono nel piano x — y, la prima con velocita vy = %c diretta lungo l'asse delle z, la seconda con velocita
vy = %c diretta lungo l’asse delle y. Le due particelle urtano producendo un’unica particella di massa M e velocita

V= (V1,Va). Determinare A = %, VieVs.



Soluzione del Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 16 luglio 2019
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.
1. Siha oy = @, yy = Lsinb, z¢g =z + %cos 0, yg = %sin f. Quindi I'energia cinetica &

1 . ) 1. . 1 . 5 . L
T:§m (xé+yé)+§lge2:§m <x2+12L292—Ls1n99x>.

L’energia potenziale &
1 1
U= Zka®+ Zk(Lsind —a)’.
2 2
La funzione di Lagrange ¢ L =T — U e le equazioni del moto sono

L . L .
m (i‘— Esinﬂﬁ— 2cos992> =—kux,

m (152L25— gsinﬂié) = —kL(Lsinf — a)cos#.

2. Le derivate dell’energia potenziale sono
0, U = kx, 99U = kL (Lsinf — a) cosb.
Annullando le derivate dell’energia potenziale si determinano le posizioni di equilibrio. Si ha
z =0,
(Lsing — a)cosd = 0.

La prima posizione di equilibrio ¢ x1 =0 e cos; =0, 61 = 7.
La seconda posizione di equilibrio &€ xo =0 e cosfy =0, 65 = 37”
Si hanno poi due posizioni equivalenti con x3 4 = 0, sinfl3 4 = ¢, cosflz > 0 e cos 0, < 0. Queste due posizioni esistono

>
solo se

0<%§1 = 0<i<l

Le derivate seconde dell’energia potenziale sono
02.U=k, 0pU=kL*cos®0—kL(Lsinf —a)sinf, 92,U =03,U=0.

Poiché 02,U > 0 e 92,U = 93,U = 0 la condizione necessaria e sufficiente di equilibrio stabile ¢ che sia anche 92,U > 0.
Si ha quindi che la posizione di equilibrio (x1,67) & stabile per A > 1.

La posizione di equilibrio (2, 63) non & stabile per nessun valore di A > 0.

Nelle posizioni 3,4 si ha 92,U = kL? cos? §, quindi queste posizioni di equilibrio sono stabili quando esistono, cio¢ per
0< A<

Riassumendo, per A > 1 si hanno due posizioni di equilibrio, la prima stabile, la seconda instabile; per 0 < A < 1 si
hanno quattro posizioni di equilibrio, la prima e la seconda instabili, la terza e la quarta (equivalenti) stabili.

3. Per i valori assegnati dalla traccia le posizioni stabili sono la 3 e la 4. Si ha sinf34 = 1 e cosf34 = :t@. La
matrice dell’energia cinetica ¢

5 1o 1 :
Toz=m, Tgy=gml®  Tyy=T =—gml sin .

La matrice dell’energia potenziale nelle posizioni di equilibrio stabile e

Upe =k, Upp =kL?cos®0,  Usg = Ug, = 0.



L’equazione secolare det |U;; — w?T;;| = 0 da
(92 — w2) (12 0% cos? 6 — 5w2) —3sin?fw* =0,
dove Q? = % Sostituendo i valori si trova I’equazione biquadratica
17w* =56 Q*w? +36Q* =0,
che ammette evidentemente due soluzioni positive,

28+ VI72 5

T wh =2.41850% w? = 0.8756 Q%

Wi =

Quindi le frequenze dei due modi normali sono wy & 1.555Q e w_ ~ 0.9357€). Per i valori assegnati dalla traccia si
ha Q2 =1.

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche.
1. Esprimendo @, P in funzione di ¢, p otteniamo:

Q=3¢p"
P = Bq"’p‘s

Imponendo che la parentesi di Poisson [@Q, P],,, sia uguale ad 1 si ottiene
[Q,P] =3B (35 —27) ¢ +2p+1) = 1.

che implica vy = -2, = -1, B = %
2. Per ottenere F5(q, P) bisogna ricavare p e @ in funzione di ¢ e P, in corrispondenza dei valori trovati per =y, 0, B:

|
=g 2p
p=3q

171 —2
Y
Q 54

Sappiamo che dF; = pdg + @ dP e quindi integrando pdq e Q dP e confrontando il risultato si ottiene

1 4
Fy(q,P) = =34 Pt

Esercizio 3: Relativita ristretta.
I fattori v1, 2 delle particelle iniziali sono

_ 1 )

1= : U%—3
T2

1 5

Y2 = =—.

-5 4

I loro quadrimomenti sono p1 = m~y;(c,v1,0) e po = my2(c,0,v2), mentre il quadrimomento della particella finale &
P = MT(e, V1, Va) dove

= —x (V2=V2+VD).

Per la legge di conservazione del quadrimomento
m(n +72) = MT
myiv1 = MT'V;
mysve = MT'V; .



Utilizzando la proprietd 42v? = 42 — 1 (e lo stesso per le altre particelle),
W23 +93) — 2m® = MA(I? — 1)
da cui insieme alla conservazione dell’energia si ottiene il sistema
M AE = A1) -2
(71 +72)% = A°T?

da cui si ottiene

37 . _35 [6

6 =~ 12V37
e quindi
viyr 16
V = = —
YTOOT 35
9
Vy = v2y2 9

XD 357
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Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.

In un piano verticale, sul quale e fissato un sistema di assi cartesiani ortogonali Ozz, con z verticale discendente, si
muove un corpo rigido formato da due barre omogenee, AB e B’C, di massa M e lunghezza L, saldate nell’estremo
comune B=B’, in modo da formare un angolo retto (si veda la Fig.1). L’estremo A della prima barra & vincolato a
scorrere senza attrito lungo una guida coincidente con 'asse Oz. Il sistema e libero di ruotare attorno ad un asse
perpendicolare al piano Oxz e passante per A. Sul sistema agiscono la forza elastica ¥, = —K HB, con K > 0, dove
H & la proiezione ortogonale di B sull’asse Ox, e la forza di gravita. Si indichi con g il valore dell’accelerazione di
gravita e si adottino come coordinate lagrangiane la coordinata z di A e ’angolo 6 che il segmento AB forma forma
con il verso positivo dell’asse Oz.

1. Si scriva la funzione di Lagrange £ del sistema (non ¢ richiesto di scrivere le equazioni del moto).

2. Si trovino le posizioni di equilibrio del sistema e se ne discuta la stabilita.

3. Ponendo ora K =1, M =1, L = 2, g = 7\/2, si scelga una posizione di equilibrio stabile e si determinino le
frequenze delle piccole oscillazioni attorno ad essa.

N.B.: Il momento d’inerzia di una barra omogenea di massa M e lunghezza L rispetto al suo centro di massa G e
Ic = %M L?. Per calcolare l'energia cinetica del sistema, si calcoli separatamente 1’energia cinetica delle due barre,
utilizzando il teorema di Konig, e poi si sommino i due contributi.

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche.

Sia data la trasformazione

a

p=55QFq 5

P=~55QF %
dalle variabili ¢, @ alle variabili p, P.
1. Dire per quali valori dei parametri reali «, 3,7 la trasformazione & canonica.
2. In corrispondenza di tali valori, determinare la funzione generatrice Fy(p, P) della trasformazione canonica.

Esercizio 3: Relativita ristretta.

Si risolva il seguente problema nell’ambito della relativita ristretta. Una astronave parte da terra muovendosi lungo
I’asse x con velocita vy = %c. Nel momento in cui parte, essa manda un segnale luminoso diretto lungo ’asse . Una
seconda astronave si trova in una stazione spaziale a una distanza di 1.5 anni luce dalla terra lungo ’asse z e, nel
momento in cui riceve il segnale luminoso, si muove con velocita vo = %c verso la prima astronave.

1. A che distanza dalla terra le due astronavi si incontrano?

2. Qual ¢ la durata del viaggio della prima astronave, misurata da un orologio solidale con essa? Qual & la durata del
viaggio della seconda astronave, misurata da un orologio solidale con essa?



Soluzione del Compito di Meccanica Analitica e Relativistica del 2 settembre 2019
Proff. S. Caprara, L. Gualtieri, M. Papinutto

Esercizio 1: Meccanica Lagrangiana.
1. Siha 2 = 2+ Lcosf e, detti G e G’ i centri di massa delle due barre, zg = %Lsin@, zg = 2z + %Lcos&7

ro = Lsinf + %L cosf, zqr = z+ Lcosf — %L sin §. Quindi ’energia cinetica e

1 . . . . 1 1 .
T =M (48 + 24 + 28 + 2&) + 51};92 + 5o 62 —

1 . .
= §M [222 — L(3sinf + cos ) 6 2 + §L202] .
L’energia potenziale &
1 ) 3 1
UziK(z—l—LcosQ) — Mg 22+§LC089—§LSIHQ .

La funzione di Lagrange e L=T —U.
2. Le derivate dell’energia potenziale sono

1
0,U = K(z+ Lcosf) —2Mg, 0pU = —KL(z + Lcosf)sinf + §MgL(3sin9 + cos ).

Annullando le derivate dell’energia potenziale si determinano le posizioni di equilibrio. Dalla prima equazione si ha

2Mg
Lcosf = —=
z + L cos

e sostituendo nella seconda si trova
sin f = cos 6.

Esistono quindi due posizioni di equilibrio, la prima

01 = %a

la seconda
o
6, = 57

Le derivate seconde dell’energia potenziale sono
1
2U=K, 0pU= —KL(Z-FLCOSG)COS@—}-KLQSiH29+ngL(?)COSQ—SiD@), 02U = 03U = —K Lsin6.

Poiché 92.U > 0, la condizione necessaria e sufficiente di equilibrio stabile & che sia positivo il determinante della
matrice Hessiana

~K?L(z + Lcos#) cos ) + %MgKL(S cosf —sinf) = —%MgKL(cosé) +sind).

Si ha quindi che la posizione di equilibrio (21, 67) ¢ instabile e la posizione di equilibrio (29, 62) & stabile.

3. Nella posizione di equilibrio stabile, per i valori assegnati dei parametri, zo = 10v/2 e #y = 3. La matrice

4
dell’energia cinetica e

1
Ti: =2M, Ty = gMLz7 T, =Ty, = —iML(SSinG—i—cosO).



La matrice dell’energia potenziale nelle posizioni di equilibrio &
U..=K, Up=KL?sin?0— MgL(cosf+sinf), U.g = Uy, = —KLsinb.
L’equazione secolare det |U;; — w?T;;| = 0 da 'equazione biquadratica
4w* —44w? +21 =0,
che ammette evidentemente due soluzioni positive,

22+ 20
4

21 1
2 2
(JJ+:*2, W_:i.

Quindi le frequenze dei due modi normali sono wy =~ 3.240 e w_ ~ 0.7071.

wi =

Esercizio 2: Trasformazioni canoniche.

1. Invertendo le relazioni date, si trova @) = %qapﬁ e P=~¢°p", da cui
Q. Plyp = $(Ta = 58)g"+*p"*°

Imponendo che la parentesi di Poisson abbia il valore canonico si trova a = —4, 5 =—-6ey= %

2. Si ha dFy = —qdp + QdP, con

o\ 1/5
q= (5> PL/5y=1/5 Q= 5=1/59=4/5 p=4/5,=2/5

Una primitiva della forma differenziale dFy ¢

5\ 4/5
Fy(p, P) = <2) pop=2/5,

Esercizio 3: Relativita ristretta.

1. Prendiamo come origine dell’asse x la terra e come origine dei tempi, nel riferimento della terra, 'istante di
partenza della prima astronave. Il tempo che il segnale luminoso, inviato dalla prima astronave alla partenza,
impiega a raggiungere la seconda astronave & to = d/c. Le leggi orarie del moto delle due astronavi sono

x1 = vt (per ¢t > 0);

x2:d—vg(t—t0):d(l+%2)—v2t (per t > to).

Esse si incontrano quando z; = x5, ovvero

(a=anno), ad una distanza dalla terra

dUl Vo 7 7
T x1(t") = xo(t") A ( + 9 6a

(al=anno luce).

2. I tempi misurati dai due orologi durante li viaggio delle sue astronavi sono

203 3
. v V35, , V35
T = (t* — to) —C—gz 5 (" —to) = —=a



