Meccanica Razionale ( 3° Compito di esonero
31/5/94) Prof. Carlo Marchioro

1) Trovare per quali valori dei parametri @ ¢ f la seguente
trasformazione da (q,p) a (Q,P) & canonica:

Q = p exp{-q}
P = -p* exp{pq]}

Per tali valori trovare la funzione generatrice della trasformazione
in q,Q.

2} Dato il sistema dinamico
a2 o

=P | l?L ) X (+, ) .

X{gwﬁ L:,-"q | )(ﬂ*;;q

trovare per quale valori di « ,B > 0 esso & hamiltomano.

3) In un piano orizzontale una sbarra omogenea di massa M e
lunghezza L. & libera di ruotare attorno al suo centro O fisso. Un
punto materiale P di massa m ¢& libero di scorrere senza attrito
lungo una guida rettilinea r solidale alla sbarra. Il punto & soggetto
alla forza di richiamo F = - k OP , k>0. Scegliamo come variabili
lagrangiane l'angolo 6 che la sbarra forma con un asse fisso e
l'ascissa x di P sulla retta 1.

a) Scrivere la Lagrangiana e¢ Hamiltoniana del sistema.
b) Studiare il problema col metodo di Hamilton -Jacobi.

Facoltativo
Sia k=0 nel problema 3. Dimostrare che 6 — costante quando 1l
tempo tende all'infinito.



Compito di esonero di Meccanica Razionale del 12/5/94
(Prof.Carlo Marichioro)

In un piano verticale = & posta una asta omogenea pesante AB di massa M e
lunghezza L. L'estremo A & vincolato a scorrere senza attrito lungo un asse
verticale z. mentre l'estremo B & soggetto ad una forza elastica F=-k OB, k>0
,ove O & un punto di z.

Scelte come variabili lagrangiane la quota di A e I'angolo che l'asta forma con
I'asse z, si risponda alle seguenti domande:

1) Trovare le posizioni di equilibrio del sistema, discuterne il numero € la
stabilita.

2) Scrivere le equazione del moto .

3) Scelta una posizione di equilibrio stabile, studiare le piccole oscillazione
attorno a questa.

NI 5



Meccanica Razionale : compito di esonero del 12/4/94
( Prof.C.Marchioro)

Un punto materiale di massa unitaria e di ascissa x si muove In una
dimensione sotto l'azione di un campo di forze di energia potenziale

V(x}:xz{l-acxp[hxz}]

dove a e b sono due parametri reali.
Si risponda alle seguenti domande:

1) Sia a#1 , studiare la stabilita dell'origine.

2) Sia x(0) = 0, %(0) = Vo , studiare il periodo del moto quando b < 0
e Vg o .

1

3) Sia x(0) =0, ®(0) =vo ,a>0,b>0, discutere se esiste un valore
di vo per cui il punto va all'infinito.

Facoltativo.
Dato il sistema di equazioni differenziali:

%

f(y)
y = g(x)

dimostrare che per ogni scelta delle funzioni f.g e C2 l'origine non &
mai asintoticamente stabile.



Meccanicg_Rarzionale (matematematici} 2/7/1991
C.Marchioro

Si risponda ai seguenti quesiti:

a) Un punto materiale P di ascissa x e massa m si muove lungo una retta
soggetto ad una forza di energia potenziale

V(X) = - x2 + A x% ;A>0

T

Discutere il moto e I'eventuale periodo in funzione dei dati iniziali.

b) Un disco omogeneo di massa M , raggio R & libero di ruotare in un piano
orizzontale senza attrito attorno al suo centro fisso O. Sul bordo del disco
vi & una guida circolare lungo la quale & libero di scorrere senza attrito un
punto materiale P di massa m. Il punto materiale & soggetto a due forze
elastiche E= - k HP . k=0 , ove H & un punto del disco sul bordo esterno.,
e G = - k PP, essendo P' la proiezione di P su un asse fisso passante per il
centro del disco. Scegliamo come parametri lagrangiani atti ad individuare
la generica posizione del sistema, l'angolo ¢ che OH forma con tale retfta
fissa, e l'angolo ©® che OP forma con la stessa retta .

Scrivere le equazioni del moto. Verificare se esiste almeno una posizione
di equilibrio stabile e, in caso affermativo, discutere le piccole
oscillazioni attorno ad essa.
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1. CANICA RAZIONALE (Corso di laurea in fisica) Carlo Marchioro
9/2/89

. pesante
In un piano verticale & posto un discovomogeneoMii centro C raggio R e massa M

libero di ruotare senza attrito attorno ad un punto fisso O posto sul suo

bordo.5ul disco & posta una sbarra pesante omogenea di massa m e lunghezza LQYE'R g
Gli estremi A e B scorrono senza attrito lungo il bordo del disco.

Scegliamo come parametri lagrangiani ali angoli e ‘fche OC e CH formano

con la verticale discendente, ove H & il punto di mezzo della sbarra.
1) Trovare le posizioni di equilibrio e discuterne laz stabilita.
2) Scrivere le equazioni del moto con il metodo di Lagrange.

3) Discutere le piccole oscillazioni attorno ad una posizione di equilibrio

stabile.

}} Trascurando ora la forza peso discutere due integrali primi del moto.

Ag = VIR




E

MECCAN™% RAZIONALE Compito d'esame del 6/12/88 (C.Marchioro)

) ul:u»v\/}/'wc'
In un piano verticale & posto un disco omngeneoﬁﬁi massa M e raggio R e
rotola senza strisciare lungo una giuda orizzontale x . Lungo il bordo
del disco & libero di scorrere senza attrito un punto pesante P di massa m ,
soggetto (oltre alla forza peso) ad una forza F : F = - k HP ( k > 0) ove
H & la poiezione di P su un asse verticale passante per 1'origine (vedi

figura).

Scegliamo come variabili lagrangiane 1l'ascissa xc del centro C e 1'angolo &

che CP forma con la verticale discendente.

Si risponda alle seguenti domande:

1) Determinare le posizioni di equilibrio e discuterne la stabilita.
2) Scrivere le equazioni del moto con il metodo di Lagrange.

3) Discutere le piccole oscillazioni attorno ad una posizicne di equilibrio

stabile.

V
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Prova scritta di Meccanica Hazionale
27-Set-1988

Proff, Marchioro , Tirozzi

1. Si consideri un'asta omogenea di lunghezza 21 # massa m
vincolata a muoversi in un piano verticale,
L'estremo B di tale asta e' vincolato a muoversi sull'asse
delle x del piano mentre 1'altro estremo A e’ libero di
muoversi nel piano e su di esso agisce una forza elastica
eon centro nel punto (0,1) del piano costante di richiamo k
e lunghezza di riposo nulla,
Sul cistema agisce la forza pesa,

a) Trovare le posizioni di equilibpio di tale sistema e
discuterne la stabilita’,

b) Discutere le piceole oscillazioni intorno ad una
posizione di equilibrio stabile,

(e4y |

e b 1 g+ b, b, e iy oy o T T e e R




Compito 4 Meccanica Razionaie 1 1/7/1988 per studenti
di fisica {F‘ruf.E_Hnrﬂhinrn},

Una sharra omogenea pesante 41 Massa M e lunghezza L di estremi A LB 9
rauove in un piano verticale. | due estremi sono obbligati @ scorrere senza
attrito lungo ung guids circolare di raggic R=1L¢ centro 0. Solidaimente
alla sharra e posta unag guida liscia su cui §i muove un punto P pesanie di
massa m soggetto ad und forza di richiamo E = —¢ HP ove H & i1 punto di
mezzo detla

sharra.

Predismo come varigbill lagrangiane {'angolo § che OH forms con 8
yerticaie discendente € i'ascigsa § di P iunge la sharra.

5i risponds aile gequenti domande.

4y Trovare le pesizioni @i equilibro el sistema € discuterne ia stabilita.
2% Gorivers (e equaziont gel mete £on i1 metodo 41 Lagrange.
1) Studiare ie niccole pscillaziom atiorno alla posizione di equilibrio
stabiie.
4) Trascuriamo ora 1a forza peso. Scrivere due intpegrail prim dei moto.
[rate 1_& condiziont intziah Elo)=0 jfaf:a 59 (o] = (9'

fto )22 Lrovare jlvatori di (9 ¢
per cul 14 sparrs cOMpie un qire caompleto.




MECCANICA RAZIONALE ( fisicl ) Appello di Giugno 1988

Una asta omogenea pesante AB di massa M € lunghziza L @ obbligata a muoversi
in un piano verticale. L'estremo A @& obbligato a scorrere lungo una guida
circolare di centro 0 e raggio R . L'asta & soggetta ,oltre alla forza

peso, ad una forza elastica F = - KHA (k >0 ) oveH &la proiezione

del punto A su un asse verticale discendente passante per 0.

prendiamo come variabili lagrangiane gli angoli Be lf che OA e AB formano
rispettivamente con la verticale discendente.

Si risponda alle seguenti domande:

1) Trovare le posizioni di equilibrio; discuterne il numero e la stabilita.

?) Scrivere le equazioni del moto con il metodo di Lagrange.

3) Sc rivere le piccole oscillazioni attorno ad una posizione di equilibrio

stabile.

e

= —




Meccanica Razionale ( Studenti di fisica) 8/2/1988

In un piano verticale & posta una guida liscia r formanie con l'asse verticale
discendente z un angolo di 45°. Una asta omogenea pesante di massa M e lun-
ghezza L si muove in questo pianc ed una sua estremitd A & obbligata a
scorrere senza attrito lungo la guida , mentre 1'altra estremita B & sog-
getta alla forza: F =-k HB ( k>0 ) ove H@& la proiezione di B su

un asse orizzontale x passante per l'intersezione di r con z (vedi figura).
Scegliamo come variabili lagrangiane 1'ascissa s di A su r e l'angolo o

che 1'asta forma con la verticale discendente. Si risponda alle seguenti domande:
1) Trovare le posizioni di equilibrio; discuterne il numero e la stabilita.
2) Trovare le equazioni del moto con il metodo di Lagrange.

3) Individuata una posizione di equilibrio stabile, calcolare le piccole

pscillazioni attorno a questa.

. A
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MECCANICA RAZIONALE. Prova di esonero del 23/1/%1:0 .

Prof. C.Marchioro

1)  Un punto materiale relativistico di massa a riposo m, si muove in una
dimensione e si trova all'istante iniziale nell'origine con velocita v, .

Esso si muove nel campazdi forze 2
s -2k ¥ iz x3 o

Trovare la velocitd iniziale minima per cui M Yo implica

(W T35 7

2) Due particelle relativistiche di massa . riposo uguale m urtano fra di
loro essendo una ferma e 1'altra avendo una velocita v diretta lunga 1'asse X.
Esse si trasformano in due partecelle uguali di massa a riposo M 1'una ferma,
1'altra con una velocita Vs diretta come l'asse x. Trovare M e Vs in funzione

di m sapendo che V, = ¢/2 ove c & la velocitd della luce.

1
(A=8BFc)
3) Un giroscopio di momenti principali d'inErzia A,B,C,Vg obbligato a ruotare

senza attrito attorno ad un punto fisso 0 . Sia P un punto del suo asse giro-
scopico ed H la sua proiezione su un asse z fisso. Il giroscopio sia soggetto
ad una forza elastica F=-kH (k>0 ). Nell'ipotesi giroscopica (rapida
rogtazione attorno all'asse giroscopico per cui il momento della quantita di
moto & diretto come 1'asse giroscopico) rispond?e alle seguenti domande:

a) trascurando la forza peso dimostrare che il moto dell'ag;e & periodico e
calcolarne il periodo. Xl J%ﬁuwgdﬂﬂwﬁh?

b) Sia M la massa del giroscopio e jf la dug distaanVﬁﬁ 0 (ricordo che esso

& posto sull'asse girosopi®co). Calcolare la reazione vincglare in 0.
LAy

) e 4}]&@15’."'«;
c) Ammettiamo ora che la forza peso sia presenie dire se il moto dell'asse
Ll
giroscopico & ancora periodico. Se si calcolarne il periodo, se no dimostrarlo.
")) o= 2)

Che Anerede 20 l}- A

t-a @L; /'\..Q/t’t”" e Ml ’?’\ .




MECCANICA RAZIONALE 2° Compito d'esonero 12/12/1987

Prof.Marchioro

8 an W L ¢ s s JM

Una sharretta rigida pesante omogenea Mﬁ estremitd A e B e punto di mezzo C,

¢ libera di ruotare senza attrito attorno a C. A sua volta C & libero di
scorrere senza attrito lungo un asse verticale z. Alla estremitd B della sbarra
e fissato a questa un punto materiale di massa m . Siano HT 2} H2 le proie-
zioni di A e B su un asse orizzontale; la sbarra sia soggetta ,oltre alla forza
peso,a due forze di richiamo: F. = - k, HA , F2: - k2 Hell: o3 k1,k2} 0.

1 11
Scegliamo come variabili lagrangiane la quota z di C e l'angolo (& che CB

forma con la verticale discendente.
iscendente /6 gq bo bt )
1) Scrivere le posizioni di equilibrio, discuterne il numero.gAAAALAMIALL

2) Supponendo k1 :kze&{..: WA B‘/ﬂ L scrivere le piccole oscilla-

zloni attorno la posizione di equilibrio stabile e trovare le frequenze nodali.

2

Trovare i valom didd e ﬁ per 1 quali la trasformazmne

G- 7 (11" P=-2974- )7

& canonica. In questo caso trovare la funzione generatrice FLigell s



Meccanica Razionale (per fisici) (Prof. Carle Marchioro)

prova di esonero del 14/11/1987

Un disco omogeneo pesante di raggio R e massa M rotola senza strisciare
lungo una guida orizzontale ed & posto in un piano verticale. Sulla circon-
ferenza esterna del disco & posta una guida liscia lungo la quale sono obbli-
gati a scorrere senza attrito gli estremi A e B di una asta omogenea
pesante dl massa m e lunghezza 1 = R . Scegliamo come variabili lagrangiane
1'3551ssﬁvﬁel centro 0 del disco e l'angolo 8 che la semiretta 0G forma con
l'asse x , ove G & il baricentro dell'asta.

Si risponda alle seguenti domande:
1) Trovare le posizioni di equilibrio e discuterne la stabilita.

2) Trovare le equazioni del moto con il metodo di Lagrange.

iu‘ﬂ . - s s A " i
FACOLTANMVD 3) Ritrovare le equazioni del moto con i metodl generale della meccanica ( equa

4)

zioni cardinali, conservazione dell'energia).

Usando due integrali prlml del moto ,date le condizioni iniziali xfﬂ}
}-:{D} =0, 8(0) =0 , 9[(] 9 si trovi il valore minimo di 3 ‘9

meglio il su¢ estremo inferiore) per cui 1'asta fa un agiro completo.

5) Con le condizioni iniziali del punto 4} si trovi la reazione vincolare
B -]

nel punto di contatto disco, guida quando E?::T? /2 per E% z E%M




Compite di Meccanica Razionale (per fisici). 9/2/1967
Prof. C.Marchiore

In un pianc verticele sone poste due guide rettilinse formanti ri-

spettivanente um sngolo di +45¢ e —43° con 12 verticale - Lunze fali guide

rotolzne senze strisciare due dischi e=mogenei pesanti di massa M e raggio

R e di centro rispettivamente A e B . Tssi sene seggetti,oltre alla forza

pese ed alle eventuali reszioni vincelari, ad uma forza attrattiva di in-

tensitai fF) =% [4B]" .
3i rispends alle seguenti domande:

1) Trevere le posizioni di eeuilibric e discuterne la stabiliti.

2) Serivere 1'esuazioni del mofe cen 1l nefodo di Laszrenge.

5) Studiazre le piccole oscillazieni.




Cempite di MECCANICA RAZIONALE per studenti di figica 5/12/86
(C.Marchiere)

In un piazne verticale v , 5i mneve una asta pesante AD di lunghezza
L e demsith lineare M(s)= a s (a70) ove s @& la distanza del gemerico
pmte P dell'asta da A. L'estreme A & vincelate a scerrere senza atirite
lunge 1'ass® erizzemtsle x. Ineltre tale punte & seggette alla ferza:
F=-k[0A]2 08 (k>0) eve 0 & 1'erigine degli assi.

Scegliame cems ceerdinate lagrangiane 1'ageissa x del punte A e
1'angele & che la sbarra ferma cem la verticale discendents.

5i rispends alla seguenti demande:

1) Trevare il petenzizle cerrispendente alla ferza F e sorivere le u'qu-
zieni del mete cen il metede di Wmﬂ-

2) Trevare le pesizieni di equilibrie e discuterns la stebilith.

3) Discutere se esistend le piccele escillazieni atterns alla pesiziens
di equilibrie stabile.

4) Censideriame era il case im owi k=0. Scrivere due integrali primi del
mote. Usandeli, date le cendizieni jpiziali x=0, »=0, & =1/2, ﬂ':::: F
trevare x , X , & «uande®=0 per 1a prima velta.




MECCANICA RAZIOKALE per FISICE (Prof. Marchioro) T/7/86

di cenmtro C,
In un piano verticale T un disco OmOTENED pegantefdi

massa M e razgio R & libero di ruotare senza attrito attorno ad

un punto fisso O della sua circonferenza. du detta circnnferenz'a =
libero di muoversi senza attrito un punto materiale '[JEE_EmtE‘%i massa
m. Tale ounto & sospetto anche ad una forza elastica pi‘oporziﬂnale
alla sza distenza dal pumio 0 ;: E=- k OP ,k)o . .

Scexliamc come variabili lagmangiane gli angoli &€ e ¢
che formano CC ed OP con la verticale discendente. Poniamo M=m.

51 rispondano slle sefuenti domande:

1) Discutere le posizioni di equilibrioc quando k & molto grande o
molto piccolo riswmetto ad una combinazione opportuna degli altri

paranstri in =doco.

2) 3crivere le equazioni del mote col metodo di Lagkange.

3) Trovare per quale valori di k 1a posizione & =0 , & ? =0 & di

€quilibrio stabile. In questo caso studiare le piccole oscillazioni
o

vare in particelenge Irequenzec RrOoEEXEE propriec.

4) 3i trsscure ora la forza peso. Discutere cvcr}malt. intesrale primi
del moto ed usandoli date le condizioni inizialié= 0, P Ff&

o -

0 f)z 0,trovare il valore di e guando W

©. ;",,
Il

Dc = P =R
OCP =T-2/9-8)

1 + cyadel
5 2

z
o g =




Meccanica Razionale per studenti di fisica.
24/9/1986 Prof. Carle Harchioro

In un piano orizzontale T un disco omogeneo di centro C, raggioR e
massa m ¢ libero di ruotare senza attrito attorno ad un punto O della sua
circonferenza. All’altra estremité del diametrove vincolata solidaimente
al disco una guida di massa trascurabile; su tale guida & libero di
scorrere senza attrito un punto materiale P di massa m. Tale punte &
attratto all’origine O da una forza F = - k OF.

Scelte come variabili lagrangiane 1angglo © che 1"asse QC forma con

: . g im P :

l'asse ¥ e l'ascissa & di P sulla gmﬁaMspunda alle seguenti
domande:

1) Scrivere la Lagrangiana del sistema e trovare le equazioni del moto.

2) Scrivere due integrali primi del moto sia studiando 1a forma della
lagrangiana, sia dall’esame delle forze in gioco.

- L
3) Date le condizioni iniziali 8=0,6 = O, F=R.E =0,
L ]
trovare il valore di © quando £30.




HECCANICA RAZIONALE per Fisici. (25/7/1986)

‘n un piano verticale W una asta omogenea, pesante di lunghezza

L e messa M  s5i muove avendo l'estremo A wincolate a scorrere lungo

1'asse orizmzontale Ox. Essz & sogzetta,olire alla forsa peso ad una

forza elastica applicata al punto B: F=-kO0B (k20)., Prese
com€ variabili lagrangiane 1l'angolo ©® che 1a sharra forma con la

verticale discendente € l'ascissa X del vunto 4, si risponda alle
geqmenti domande:

1) trovare le¢ nposizioni di equilibrio e discuterne il numero.

2) scrivere 1'equazione del moto col metodo di Lagrange.

3) trovare per quale valore di k la posizione b= 0© s X=10

o
j=T]
[

equilibrio stabile.
3) In guesto caso risotvere il problema nel limite delle piccole

oscillazioni.




Mececanica Razionale per studenti di Fgeic
(Prof.Marchioro) 17/6/19

2
86

[=L=1
e L

W]

In un piano verticale W una sharra onmorenea,pesante, di ma

M € lunghezza R di estremi A € B, ha 1'egtremo A wincolato a2 =co

b

rere senza attrito lungo una retta verticale r . Hi® C un punto di
tale retta , la sbarra & sosretta ad una forze F= -k O . Scerliamo
come variabili lagrangisne 1la quota del punto 4 € zﬁ} € 1l'ansolo

che k la shbarra forma con la verticale discencdente. 31 risponca

alle segenti domande:

1) trovare le posizioni di eguilitrio e discuterne la stabilith.

F=1
(=}

Ak

2) Scrivere le equazioni del moto con il metodo di Larranse.

Tk

3) Calcolare le piccole oscillazioni atterno 2d una rposizione C1
€equilibrio stabile.

4) Rispondere 'a scelta ad una delle sepuentl sottodomande:

A4z) Scrivere in generale 1l'egquazione 4di nemil ton-Jacobi & misolverla

per le piccole oscillazioni.

-
L
4b) Date le condizioni inizi=mii z=C, & W/2, 2 =0C = p
calcolare la reazione vingsolare grando e -0 Mzﬂeq enndy
5) Assumiamo ora che il piano ruofi unifermementgqattorno alla retiz
e iAd  Oungrloa W
verticale r « Si calecoli le vosizioni di equilibrio. gse ne discuta il

numero,ec =c ne disoutz la stahilit:.
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Esonero di Meccanica del 12/4/1986 {Prof.Marchioro)

Si consideri un giscs di raggio R ,massa M e centro O° vincolato a
scorrere senza attrito lungo 1’asse X di un sistema di coordinate ]
certicale.Sul bordo del disco §i muove senza attrito un punto materiale P
pesante di massa m.Chiamiamo H 1a proiezione di P sull’asse verticale
passante per O’.P sia soggetto oltre alla forza peso ad una forza
elastica

F = -kHP ,k>0.Assumiamo come coordinate lagrangiane atte a descrivere
il moto la posizione x del centro del disco O € ’angolo ¢ formato da
O°P con 1'asse X.

u
H F
R U ¢ 5
O w x"?
5i chiede:

1) Trovare le posizioni di equilibrio del sistema e discuterne la
stabilita’.

2)Scrivere 1’equazioni lagrangiane ed hamiltoniane e trovare le quantita’
conservate.

3)5ia P(0)=r(0)=%(0)=0.Trovare il minimo valore di $(0) tale che il punto
P compia un giro completo.In questo caso calcolarne i1 tempo.

4) Si introduca un coefficiente di attrito o« sul bordo del disco e si
trascuri 1a forza peso e quella della molla.5Supponendo i1 centro del disco
vincolato nell’origine e '«?(ﬂ}f 0 discutere se il punto P si arrestera’ ed
eventualmente calcolarne 11 tempo.




attrite un punte laturiale P difiaﬁsl M.
Sia Of1M un riferimente snlidnln hl\diaci e aian- f%, J? rispetti-

vamente le preiezieni d4i ‘P su tali. nssi. . TELF | Ll gl s
Suppeniame era che lgiﬂcanl sul punt- P due inrnufﬁihsticha-
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Scelti ceme parametri attl ad ipndividuare la generica cenfiguraziene
del sistema, l'angele © che OE ferma con un asse fisse (OX , e
1'angole cP che OP ferma cpn OX , entrambi centati pesiti-
vamente in sense antierarie, si rispenda ai seguenti quesitis

1) Scrivere le equazieni di mete del sistema facende use di due integrs
primi del mete.

2) Integrare tali equazieni cen le cendizieni iniziali:

0,20 9,=0; Co=W | Fu=-Ww/2
ﬂﬂm }:Ial'u,l 'l"-{—K1—-|£.
3) Senza fare calceli, dire gquali degli integrali primi di cui al n.l

sene ancera validi, in ciascune dei seguentl tre casi;
(a) se c'd attrite nel centatte disce-asse.
(b) se c'® attrite nel centatte punte- disce.
(c) se Ky & F Funziens del tempe: k = k(t), %, ¥ (%)




