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Si consideri un gas perfetto costituito da N particelle identiche di massa m, non interagenti, vincolate a muoversi
in una regione di un piano di area A e con Hamiltoniana di singola particella:

p2
H(p7q70) = % —bO',

dove p = |p| e b & una costante positiva. Il sistema & in equilibrio termico con un bagno termico a temperatura T

1. Assumendo o = 0, +1 e che sia applicabile la statistica classica:

1.a) Calcolare 'energia media per particella della temperatura T.
1.b) Indicato rispettivamente con N (o) il numero di particelle con cil valore di o fissato, determinare la tem-
peratura T™* tale che N(oc =1) =2N(oc =0)+ N(oc = —1).

2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni di spin 1, 0 = 0, £1:

2.a) Discutere l'esistenza o meno della condensazione di Bose-Einstein.
2.b) Derivare '’equazione per il potenziale chimico p(7") e discuterne la soluzione nei limiti: i) 7' — 0; ii) di alta
temperatura e bassa densita SN/A < 1.

3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni di spin 1/2, o0 = £1/2:

3.a) Determinare ’energia di Fermi ep in funzione della densita p delle particelle.

3.b) Determinare il valore medio (o) a temperatura nulla in funzione della densita p delle particelle.

e Valutazione risposte:
l.a: 5,1.b: 5
2.a: 5,2b: 5
3.a: 5,3b: 5

Nota: Al punto 2.b) considerare solo il termine principale.



e Risposte

Nota: La costante di Botzmann kg & presa uguale a 1, di conseguenza S~ = T.

1.a) L’energia media E del sistema si puo ottenere dalla funzione di partizione canonica Zy come F = —(9/93)In Zy.
Per un sistema di N particelle classiche non interagenti Zy = Z¥/N! con Z; funzione di partizione di singola
particella:
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Di conseguenza
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Limiti

[BE(@)/N~—b+T+0(E™), T<L.

E(T)/N ~T — ;@’1;2 +0(B%), T>1.

1.b) Essendo le particelle indipendenti il numero medio N (o) di particelle con un dato valore di o pud essere espresso

come:
Zi (o)
N(oc) =N .
()= N 2
dove
2mmA
_ Bbo
Zi(o) = 125 e’

e la funzione di partizione canonica di singola particella con o fissato.
La condizione N(oc = 1) = 2N(c = 0) + N(o = —1) richiede quindi

=24 eiﬁb,

da cui si ha:
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2.a) La condizione affinche esista la condensazione di Bose-Einstein é:
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Go= 3 /d Z;L;’ U5(c— Hip,q,0))= %ng [0(c +b) + 0(c) + 0(c — b)),
o=0,%£1

Di conseguenza
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e ————— =00 = Non esiste condensazione BE.
p—=b= J_p eBle=n) — 1




2.b) 1l potenziale chimico & ottenuto risolvendo I’equazione

+oo o0 e
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per z = eP#, che valutando gli integrali, fornisce:
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h
(1 —2e2)(1 — 2)(1 — ze PY) = e=Fre, c=5— p= N/A, z =Pt <P,
™m

Per T — 0 possiamo il termine e~#7¢ si annulla e la soluzione dell’equazione & z = e~?® ovvero:

@) =-b  T—0.]

Nel limite 7" > 1 si ha z < 1. Risolvendo I’equazione al primo ordine in z e 8p < 1 si ha:
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BNJA < 1,

da cui si ritrova il risultato della meccanica statistica classica
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(1+e+e )| =-Th % BN/A < 1,

w(T) = —Tln {

dove Z; e la funzione di partizione classica di singola particella.

3.a) L’energia di Fermi & determinata dall’equazione

N = /_6; de G(e)

dove, usando i risultati del punto 2.a),
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Di conseguenza,

G(e) = [0(e +b/2) + 0(c — b/2)].

N = 2T (e +b/2) e +b/2) + (e — b/2) Oex — /2)]

da cui segue

b h? 2m
_54_27rm'07 p= h? b;
€p —
h? 2tm
m P P Z ? b7
con p = N/A.

3.b) Per definizione

= > Pl [ (0=1/2) - N(o = —1/2)],

o=%1/2

dove a temperatura nulla

dpd?q 2rmA
/ / L —H(p,q,0))= % (er + bo) O(er + bo).




Di conseguenza:
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con p = N/A.



