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Si consideri un sistema costituito da N particelle identiche non interagenti di massa m contenuto in una regione
quadrata di lato 2L. Fissato un sistema di riferimento (x,y) con gli assi paralleli ai lati della regione, ed origine nel
centro di quest’ultima, ’Hamiltoniana di singola particella ¢ data da:

2
H(p,q)=2l)7n+ky7 peR? —-L<az,y<lL,

dove p = |p|, @ = (z,y), e k & una costante positiva. Il sistema ¢ in equilibrio termodinamico con una bagno termico
a temperatura 7.

1. Assumendo che si possa applicare la statistica classica:

1.a) Calcolare 'entropia S(T,V, N).

1.b) Calcolare il valore medio (z) ed (y) in funzione della temperatura 7.

2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni di spin 1:

2.a) Mostrare esistenza o meno della condensazione di Bose-Einstein.
2.b) Mostrare che nel limite di alta temperatura T > 1 'energia media per particella coincide con il valore
ottenuto utilizzando la statistica classica.

3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni di spin 1/2:

3.a) Calcolare il numero massimo Npax di particelle tale che a T'= 0 non vi siano particelle con y > 0.
3.b) Calcolare il valore medio (z) e (y) a T =0 ed ep = kL.

e Valutazione risposte:
l.a: 5, 1.b: 5
2.a: 5,2.b: 5
3.a: 5,3.b: 5



e Risposte

Nota: La costante di Botzmann kg ¢ presa uguale a 1, di conseguenza =1 = T.

1.a) L’entropia S(T,V, N) si puo ottencre dalla relazione S = —(0F/9T)y, N, dove F(T,V,N) = -TInZ(T,V,N) ¢
Penergia libera del sistema e Z (T, V, N) la funzione di partizione canonica.

Per un sistema di N particelle classiche non interagenti Z(T,V, N) = Z,(T, V)N /N!, dove:

d’pd?q 4mmL ,
_ —BH(p,q) _ BkL —BkL
&—/‘ﬁ*€ P = gy (7 ),

Ne segue che:

dredmlL (eﬁkL _ eiﬂkL) _ BkLeBkL + e’ﬁkL.
h232kN eBEL _ o pBkL

S(T,V,N)/N:ln[

1.b) Per un sistema di N particelle classiche non interagenti la densita di probabilita P, (z) della coordinata x di
una singola particella ¢ data da:

d?p d?qe PH®A) §( — z') 1
P.(z') = / ST = —0(L —|z|).
[ &pd2qe—FBHP.a) 2L
Di conseguenza
(z) = 0.
Analogamente
pdPqe PH®A) §(y — o e—Bky
Py =L T~ )
pd?qe p.q e —e

Di conseguenza,

< >7Z7LeﬂkL+676kL
bvr=1 oBRL _ o—BkL"

2.a) La condizione affinche esista la condensazione di Bose-Einstein é:

i G(e)
/_ de Ble—emm) — 1 < 00.

o0

dove €y, = —kL e

Go= 3 / d Zf U5(c— Hip,q,0))= % (e kL) B(e + KL) — (e — kL) O(c — k)]
oc=0,%+1

Di conseguenza

Jim de _TFL

e ———— < oo = Esiste condensazione BE.
p——kL= J_1L eBle—p) _ 1

poiche l'integrando ha una singolarita integrabile all’estremo inferiore.
2.b) Nel limite di alta temperatura T' > 1, e bassa densitd N/4L? < 1, si ha z < 1. Espandendo le espressioni di
E(T,V,z) ed N(T,V, z) al primo ordine in z si ha:

+o0 +oo
E~ z/ de G(e) e e, N ~ Z/ de G(e) e P,

— 00 — 00



Di conseguenza

fjoo de G(e) e Pee Foo
E N ~ > = —— | d G _55
/ fjoos de G(e) e=Be n/ ‘
Ne segue che
oBkL | o—BkL
E/N ~ 2T — kLL 9z,

BKL _ o—PBkL 9B

con Z; calcolata al punto 1.a).

3.a) AT =0 si ha:

N:/_Z de Ge)

dove,

0 127mL
— In BkL _ ,—BkL
8/3 h2 k/BQ (e e )

Z /d2pd2 H(p,q,U))Z 8mmL {(6+ kL)O(e + kL) — (e — kL) 6(e — kL) |.

h2k
o=+x1/2

Affinche tutte le particelle abbiano y < 0 € necessario che ep < 0. Di conseguenza

0 3
Nmax:/ de G(e) = %

—0o0

3.b 1l valore medio (x) a T = 0 & dato da

N/ / dx G(e,x) x

dove

S /dpdq (c— H(p.q,0)) 6(z — ') =

o=+1/2

con G(e) calcolata al punto 3.a). Di conseguenza

1 kL L
(x)zm - de G(e) /7L dxx = 0.

Il valore medio (y) a T =0 ¢ dato da

N/ / dy G(e,y)y

= Y [ ) s o)

o==%1/2
con A = 8rmL/h* Quindi

kL L )
/ de/ dyG(e,y)y = —gAkLP’
—0o0 —L

e inoltre

dove

kL
N :/ de G(e) = 2AkL?,

per cui

()= 5L

1 /
57 GlO6(L— [')).

=Ab(e—ky)O(L - |y]),



