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Si consideri un gas perfetto costituito da N particelle identiche non interagenti di massa m vincolate a muoversi
sull’asse reale. Fissato un sistema di riferimento lungo ’asse con origine nel punto O, la Hamiltoniana di singola
particella ¢ data da:
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dove ¢ ¢ la distanza dal punto O, ed
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con Vj e r costanti positive di opportune dimensioni. Il sistema ¢ in equilibrio termodinamico con una bagno termico
a temperatura 7T

1. Assumendo che si possa applicare la statistica classica:

1.a) Calcolare I’energia media per particella in funzione della temperatura e dei parametri del sistema.
1.b) Calcolare la pressione P(|g| = d) a distanza d dal punto O in funzione della temperatura e dei parametri
del sistema.

2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni di spin 1:

2.a) Mostrare esistenza o meno della condensazione di Bose-Einstein.

2.b) Determinare I’energia media per particella nel limite di alta temperatura e bassa densita.
3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni di spin 1/2:

3.a) Calcolare il numero di particelle in funzione dell’energia di Fermi ep.

3.b) Calcolare il valore della pressione a temperatura nulla ed energia di Fermi ep = 0.

e Valutazione risposte:
l.a: 5,1.b: 5
2.a: 5,2.b: 5
3.a: 5,3.b: 5



e Risposte

Nota: La costante di Botzmann kg & presa uguale a 1, di conseguenza = = T.

l.a) L’energia media del sistema si pud ottenere dalla funzione di partizione canonica Z(T,V,N) utilizzando la
relazione E = —(9/08)v.nIn Z(T,V,N).

Per un sistema di N particelle classiche non interagenti Z(T,V, N) = Z;(T, V)N /N!, dove:
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1.b) Considerando il sottosistema contenuto nella regione d < ¢ < d + dd con dd < 1 si ha

P(d) = %d In Z(T, 5d, ),

dove Z(T,dd,z) & la funzione di granpartizione del sottosistema. Per un sistema di particelle classiche non
interagenti si ha Z(T,V,z) = e*#1(TV) ' per cui eliminando la fugacitd mediante la relazione

N = z%an(T,V,z) =z71(T,V),

ed i risultati del punto 1.a), otteniamo
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2.a) La condizione affinche esista la condensazione di Bose-Einstein é:
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Di conseguenza
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poiche I'integrando ha una singolarita non integrabile all’estremo inferiore. In contributo degli altri due integrati
e finito.

2.b) In assenza di condensazione di Bose-Einstein il numero di particelle e I’energia media del sistema sono date da:
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Nel limite di alta temperatura e bassa densita si ha z < 1, per cui
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da cui segue:
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Usando 'espressione di G(¢) ricavata al punto precedente si ha facilmente:
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dove, usando i risultati del punto 2.a),
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Di conseguenza:
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La pressione ¢ data dalla relazione
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Usando la G(¢) del punto 3.a), si ha
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poiche solo la regione r < |g| < 2r contribuisce per T' = 0 ed ep = 0. Usando l'identita (e+Vp)~1/2 = 24,/e + 1]
ed integrando per parti abbiamo:
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Di conseguenza, sostituendo V' = 4r ed Ny abbiamo
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5T T=0, e =0.




