Corso di Meccanica Statistica
Proff. A. Crisanti, I. Giardina e M. Grilli
Compito del 08.09.2020

Si consideri un gas perfetto costituito da IV particelle ultrarelativistiche identiche non interagenti di massa m vinco-
late a muoversi sull’asse reale. Fissato un sistema di riferimento lungo 1’asse con origine nel punto O, la Hamiltoniana
di singola particella ¢ data da:

H(p,q) = c|p| + V(q), p,q €R,
dove ¢ & la distanza dal punto O, ed
) 0<¢g<g
V(g) = Volg/a—1] a<q<2a
+o0 q<0,q2>2q

con Vj ed a costanti positive di opportune dimensioni. Il sistema € in equilibrio termodinamico con una bagno termico
a temperatura 7.

1. Assumendo che si possa applicare la statistica classica:

1.a) Calcolare I’energia media per particella in funzione della temperatura e dei parametri del sistema.

1.b) Calcolare I'entropia S in funzione della temperatura e dei parametri del sistema.
2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni di spin 1:

2.a) Mostrare ’esistenza o meno della condensazione di Bose-Einstein.

2.b) Determinare il numero medio di particelle contenute rispettivamente nella regione 0 < ¢ < a e nella regione
a < q < 2a nel limite di alta temperatura e bassa densita.

3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni di spin 1/2:
3.a) Calcolare il numero di particelle in funzione dell’energia di Fermi ep.

3.b) Calcolare il valore medio (g) a temperatura nulla in funzione dell’energia di Fermi ep.

e Valutazione risposte:
l.a: 5,1.b: 5
2.a: 5,2.b: 5
3.a: 5,3.b: 5



e Risposte

Nota: La costante di Botzmann kg & presa uguale a 1, di conseguenza S~ = T.

1.a) L’energia media del sistema si pud ottenere dalla funzione di partizione canonica Z(T,V,N) utilizzando la
relazione £ = —(0/908)y,nIn Z(T,V,N).

Per un sistema di N particelle classiche non interagenti Z (T, V, N) = Z,(T, V)~ /N, dove:

dpd 2a
Zy(T,V) = / % e~ PH(p.a) — o [1— e P% 1 BV, V0] .

Ne segue:

e—BVo + eBVo + 6% eBVo

_ -1 _
E/N - 2/8 ‘/0 1 — e_ﬁv[) + ﬂVO eB‘/}]

1.b) L’entropia S(T,V, N) si pud ottenere dalla relazione S = —(0F/0T)y,n, dove F(T,V,N)=-TlZ(T,V,N) &
lenergia libera del sistema e Z (7, V, N) la funzione di partizione canonica.

Per un sistema di N particelle classiche non interagenti Z(T,V, N) = Z(T, V)™ /N!, dove Z1(T, V) & la funzione
di partizione canonica di singola particella. Utilizzando i risultati del punto precedente si ha:

e BV 1 Vo 4 BV, eBVo 2ae3

T,V,N)/N = — NhB2¢V,
S(T,V,N)/ AV 1—e B + BV, eBVo . Nhp2cl

[1—e Y + BVp V7]

2.a) La condizione affinche esista la condensazione di Bose-Einstein é:

e G(e)
/ de Ble—em) — 1 < 00.

dove epmin = — V5 €
dpd
G- 3 [T Hip.a.0)
o=0,%£1
6a

IE[G(GJF‘/(’HVLO‘Q(E)—(E/Vo—l)e(e—vo) .

Di conseguenza

> 1
lim de —-—— =
;L—)—V(; Ve eﬂ(e_.”') —1

oo = Non esiste condensazione BE.

poiche I'integrando ha una singolarita non integrabile all’estremo inferiore. In contributo degli altri due integrali
¢ finito.

2.b) In assenza di condensazione di Bose-Einstein il numero medio di particelle del sistema & dato da:
+o0 G
N = / dE %,
oo z7lePe —1

mentre in numero medio di particelle contenute nelle regioni A : 0 < ¢ < ae B : a < g < 2a ¢ dato
rispettivamente da:

e [t Gleq)
Ny = d dg ———"—
A /_:X) € /O q zileﬁe 1’

+oo 2a G
NBI/ de dqi_l(g;q) :]\]—]VA7
—oo o z=lePe -1



dove

= Y [P s ) 3~ 0) = 35 o~ V(D).

o=0,%+1

Nel limite di alta temperatura e bassa densita si ha z < 1, di conseguenza

“+oo
N~ z/ deG(e) e P+ 0(z%) = Gaz [1—e PV + BVpe’Y"] + O(2?), z <1,

—00 hC/BZVO
—+o00 a
NA:z/ de e’ﬁs/ dqGle,q) + O(2%) = 222 PV, z < 1,
—00 0

da cui segue:

BV ePVo

NA = N 1— e_B‘/() + ﬁ%eﬁvb +

O(z), z K 1,

1 —efVo
1 — e_BVU + /B%QBVU

Ng=N-Ny~N + O(2), z < 1.

3.a) AT =0siha

N = /m de G(e)

dove, usando i risultati del punto 2.a),

= > /dpdq H(p,q,0))

o=%£1/2

=4ﬁ[9(e+vo)+

he —0(e) — (e/Vo — 1) 0(e — vo)]

Vo

Di conseguenza:

4a €2 (er — V)2
[(EF + V()) 9(61: + V()) + T% G(EF) — T 9(6F — V()) .

3.b) Il valore medio {q) a T'= 0 ¢ dato da

N/ de/ dqG(e,q)q
dove

Gleq) = —0(e V()

ed N e dato al punto precedente.
Dobbiamo considerare tre casi:
o cp <O0:

(@) =

€ a a
th/_oC d66(6+‘/{))/0 dqq:§, Vo <er <0.




e 0<er <V

4 ep a €F a(er /Vo+1)
(q) = PN / def(e + Vp) / dqq+/ def(e) / dqq
— 00 0 —00 a

da cui

63 62
afF TVo+ 5+
(@) =5 VUQVO, 0<er <Vo.
2 €F+V0+ﬁ

o cp >V

(q) = th [/_:o def(e+ Vo) /Oa dqur/_ejo def(e) /;a dqq}

per cui sostituendo ep = Vj nel risultato precedente, cosicche 1'estremo superiore diventi uguale a 2a, si ha

<q> = <a, €F > ‘/0




