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Si consideri un gas perfetto costituito da N particelle ultrarelativistiche identiche non interagenti vincolate a
muoversi su un piano. Fissato un sistema di riferimento lcon origine nel punto O, la Hamiltoniana del sistema &
data da:

N

H(p7q7 m) = Z[C‘I%' +W(T$/a2 - mz):lv Pi,q: € Rz , My = i]-v
i=1

dove r = |q| & la distanza dal punto O ed a, ¢ ed w sono costanti positive con opportune dimensioni. Il sistema & in
equilibrio termodinamico con una bagno termico a temperatura 7.

1. Assumendo che si possa applicare la statistica classica:

1.a) Calcolare 'entropia S in funzione della temperatura e dei parametri del sistema.

1.b) Indicato con (r™), il valore medio del momento n-esimo del modulo r = |q| delle particelle con m; = m,
calcolare Ay = (r?) 1 — (r?) _1 in funzione della temperatura.

2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni di spin 0:
2.a) Mostrare l'esistenza della condensazione di Bose-Einstein e scrivere (senza risolvere) ’equazione che deter-
mina la temperatura critica Tj.
2.b) Indicato con N,,(T") il numero medio di particelle nello stato normale con m; = m, determinare il rapporto
N_1(T)/N41(T) per T < Tp e studiarne il comportamento per T < w.

3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni di spin 1/2:

3.a) Calcolare il numero di particelle in funzione dell’energia di Fermi ep.

3.b) Calcolare il valore medio di m; a temperatura nulla in funzione dell’energia di Fermi ep e discuterne
I’andamento per ep > w.

e Valutazione risposte:
l.a: 5,1.b: 5
2.a: 5,2.b: 5
3.a: 5,3.b: 5



e Risposte
Nota: La costante di Botzmann kp & presa uguale a 1, di conseguenza 3~! = T.

1.a) L’entropia S(T, N) si pud ottenere dalla relazione S = —(9F/0T)n, dove F(T,N) = —=T'In Z(T, N) & l'energia
libera del sistema e Z (T, N) la funzione di partizione canonica.

Per un sistema di N particelle classiche non interagenti Z(T, N) = Z,(T)" /N!, dove:

d*pd3q —BH(p.qum Am2a?
Z1(T) = m;ﬂ/hz e PHPam) - 2R cosh fw.
Ne segue:

Ar2a2e
S(T)/N =In [N;;ca%fﬁ?’ cosh fw| — fw tanh fw.

1.b) Per un sistema di N particelle classiche non interagenti la densitd di probabilitd canonica si fattorizza, di

conseguenza
() = 1 / d*pd’q e BH(Pam) .2 _ a eﬂwni ,
Al Bw efw 4 g—Buw
Da cui:
a2
(r® g —(r?) = o tanh Sw.

2.a) La condizione affinche esista la condensazione di Bose-Einstein &:

e G(e)
/7 de Ble—emm) — 1 < o0.

o0

dove €pip = —w e

Di conseguenza

oo 2 ) _ 2
lim / de B(e-i-iw) + / de & < oo = Esiste condensazione BE,
po—w— | J_, eflemn) —1 " eBle—p) — 1

poiche I'integrando del primo integrale ha una singolarita eliminabile all’estremo inferiore, mentre I'integrando
del secondo integrale & regolare nel dominio di integrazione.

Alla temperatura Ty di condensazione si ha:
e G(e)
N:[W deeﬁ()(e"rw)fl

che sostituendo ’espressione di G(e) fornisce 1’equazione per Tp:

N
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2.b) Usando i risultati del punto precedente, il numero medio di particelle nello stato normale per T' < Ty ed m; = +1
¢ dato da:

¢(3)T%,

m2aq? [ €+ w)? 272g?
Na(T) = / ( L _

h2c2w Cler) —1 2w

2,2 oo )2 2,2 +o0 2
N_(T) Ta / e (e—w)*  7ma s / dy Yy
w 0

Y eboletw) — 1 h2¢2w eyt2Bw _1°

Di conseguenza

N(T) 1 oo y?
0 Yy €y+2ﬁw —1 ’

Na(T)  2¢03)

Nel limite fw > 1 otteniamo

N_o(T) _ e 28w
Nu(T)  <¢(3)

Bw > 1.

3.a) AT =0siha

N:/ de G(e),

dove, usando i risultati del punto 2.a),

2 2.2
Go= Y 3 dlem) = % (e +w)?0(e +w) + (e — w)2 O(e — w)].
o=+1/2m=%1 cw
Di conseguenza
21%a? 3
m(@‘i‘w) ) —w < €p, S w;
N =
4722
m(e% + 3w?er), € > w.

3.b) Il valore medio di m; a T'=0 ‘e dato da

1
(m) = N [N+1 - N_4],
dove, usando i risultati del punto precedente
_ 272a?
T 3h2c%w

Di conseguenza

N (ep 4+ wm)? O(ep + wm).

17 —WS€F7SW;
m) =
(m) 36%w+w3

—_— > w.

3 2 ) F =

ep + wiep

Nel limite ep > w si ha

w
(m) ~ —, €F > w.
€F




