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Si consideri un gas perfetto costituito da N particelle identiche e non interagenti contenute in una sfera di raggio
2R. Fissato un sistema di riferimento con origine nel centro della sfera, la Hamiltoniana di singola particella ¢ data
da:

H(p,q) =alpl>+V(lql), p.qeR’
con

Vo[l = (r/R)®] 0<r<2/3R;
V(ir)={ -V 23R <r < 2R;
+o00 q>2R;

dove r = |q| & la distanza dal centro della sfera, ed V; e a costanti positive di opportune dimensioni. Il sistema & in
equilibrio termodinamico con una bagno termico a temperatura 7.

1. Assumendo che si possa applicare la statistica classica:

1.a) Calcolare il potenziale chimico (T, V, N) in funzione della temperatura e dei parametri del sistema.

1.b) Indicato con N, ed N rispettivamente il numero di particelle con r < 21/3R ed il numero di particelle
con 7 > 2'/3R, calcolare il rapporto N, /N, in funzione della temperatura e determinare il valore minimo
e massimo che puo assumere.

2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni di spin 0:

2.a) Discutere lesistenza della condensazione di Bose-Einstein.

2.b) Scrivere lespressione dell’energia media per particella E/N nel limite di alta temperatura. Utilizzare
I’espressione trovata per determinare il limite limp_, o, ¢y del calore specifico a volume costante cy per
T — oo.

3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni di spin 1/2:

3.a) Calcolare il numero di particelle in funzione dell’energia di Fermi ep.

3.b) Calcolare il rapporto N, /Ny, con N, ed Nj definiti al punto 1.b), a temperatura nulla in funzione dell’energia
di Fermi ep.

e Valutazione risposte:
l.a: 5,1.b: 5
2.a: 5,2b: 5
3.a: 5,3b: 5



e Risposte

Nota: La costante di Botzmann kp & presa uguale a 1, di conseguenza S~ ! = T.

1.a)

1.b)

11 potenziale chimico u(T,V, N) del sistema si puo ottenere utilizzando la relazione p = (0/0N)|rv F(T,V,N),
dove F(T,V,N) = =Tln Z(T,V,N), con Z(T,V,N) la funzione di partizione canonica, & l’energia libera. Per
un sistema di N particelle classiche non interagenti Z(T,V,N) = Z;(T, V)N /N, dove Z1(T,V) & la funzione di
partizione di singola particella. Di conseguenza,

Z1 (T
w(T,V,N) = —Tln%7

con

Ppd®q gy 167 R Vi —28V,
21:/TS oo = SOTI o [ e vy

Otteniamo cosi:

1672 R3

T, VN)=-Th | -7~
:u‘( ) ? ) n|:9h3(l‘/0/82N6
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Scomponendo il sistema in due sotto-sistemi aperti in equilibrio termodinamico tra di loro, il primo costituito
dalla sfera di raggio 2'/2R di volume V, contenente

N, = e Z,1(T,V,),

particelle, ed il secondo costituito dalla corona sferica di raggio interno 2'/3R e raggio esterno 2R di volume Vj,
contenente

Ny = ™ Zy 1 (T, Vp),
particelle, si ha

Na Za,l(T7 Va)

ﬁb B Zb,l(Tv ‘/b) .

Utilizzando i risultati del punto precedente, segue

Za1 —/ M o~ BH(P.Q) _ 1672 R3 |:65V0 _ eﬁV0:|
a, - — ’
/ qcv, I3

9h3af BVo
e
Zp1 :/ d'pd’q e~ BH(P.Q) _ 1672 R? [6 eﬁvo}’
’ qev, P? 9h3ap3
per cui:

N, 1—e 2%
N, 68V,

Il rapporto N,/N; € una funzione monotona crescente della temperatura con

. Na 1 ]- - 672/3‘/0
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2.a) La condizione affinche esista la condensazione di Bose-Einstein é:

/+mdeL€)<oo.

o eﬁ(ﬁfﬁmin) —1

dove emin = —Vp €

3 3
G = [ 55 (e~ Hp.a)

167T2R3
= on3aV,

~[(e+ TV0) Ble+ Vo) — (e = Vo) e — Vi)

Di conseguenza

R Ve Foo %
¢+ Vo / < ® — 50 = Non Esiste condensazione BE.

lim dﬁi — €C—FF
p—==Vy J-v, efle=n) — 1 Vo eBle—p) — 1

poiche I'integrando del primo integrale ha una singolarita non integrabile all’estremo inferiore se p = —Vj.

2.b) In assenza di condensazione di BE il numero medio di particelle e 'energia media del sistema sono dati per ogni
temperatura T da

i G(e)
N:/;OO dez_1665—17

+OO )
E= / —1656 -1

dove z = eP* & la fugacita. Nel limite di alta temperatura z < 1, per cui al primo ordine in z otteniamo:

+o00 +oo
Nwz/ de G(e) e=Pe, sz/ deeG(e)e P, z K 1,

— 00 — 00
Di conseguenza

o +o0 _Be
E/Nwa—ﬁln/ de G(e) e "¢, z < 1L

— 00

Sostituendo l’espressione di G(€) nel limite 5 < 1 si ha

too _ge  12872R3
/ de G(e) e N9h73aﬂ [1+0(8)], p<1,

— 00

per cui

|E/N ~T+0(1).

e quindi

E/N = 1.

i = lin ‘
e Y T i a7

3.a) AT =0siha

N = /m de G(e)



dove, usando i risultati del punto 2.a),

Glo) = Z /d]}?lg q5(e—H(p,q))=%{(e—i—ﬂ/o)e(e—t—vo)—(e—Vo)O(e—Vo)}.

o=+1/2

Di conseguenza
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ovvero:

3212 R3 1€k 13V
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[SVOeF + 6‘/02}, er > V.

3.b) Usando N, + N, = N abbiamo

No N-Ny N

Ny Ny, N,

doveaT =0
€R
Ny :/ de Gy(e),
con
dpd3q 19272 R3
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Per cui, usando 'espressione di N trovata al punto 3.a), si ha

1
—— Vo < ep < Vi:
N, 27; (er + Vo), —Vo <er < Vi
N, r
S — > V.
3 (er + Vo) r =Y




