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Si consideri un gas perfetto ultrarelativistico costituito da IV particelle identiche e non interagenti libere di muoversi
su un piano soggette ad un potenziale centrale. La Hamiltoniana di singola particella ¢ data da:

H(p,q) = c|p| + V(|ql), p.q € R?,

con

)W 0<qg<aq
V(q)‘{mq/al) ¢>a

dove ¢ = |q| ¢ la distanza dall’origine del potenziale centrale, ed Vp, K ed a costanti positive di opportune dimensioni.
Il sistema & in equilibrio termodinamico con una bagno termico a temperatura 7.

1. Assumendo che si possa applicare la statistica classica:

1.a) Calcolare I'energia media per particella E/N in funzione della temperatura e dei parametri del sistema. Si
chiede inoltre ’'andamento di E/N nel limite di alta temperatura T > 1.

1.b) Calcolare la probabilita P(n; V) che vi siano n particelle con energia potenziale negativa. Si chiede inoltre di
mostrare che nel limite IV >> 1 la probabilita che la frazione n/N di particelle con energia potenziale negativa
differisca dalla probabilita py di trovare una particella con energia potenziale negativa & esponenzialmente
piccola in N.

2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni di spin 0:

2.a) Mostrare esistenza della condensazione di Bose-Einstein.

2.b) Scrivere l'espressione dell’energia media E per temperature inferiori alla temperatura di condensazione.
Utilizzare I’espressione trovata per determinare ’andamento della capacita termica a volume costante Cy
nel limite T < V.

3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni di spin 1/2:

3.a) Calcolare il numero di particelle in funzione dell’energia di Fermi ep.

3.b) Determinare 'energia del sistema a temperatura nulla in funzione dell’energia di Fermi ep. Utilizzare
I’espressione trovata per calcolare I’energia media per particella per ep = 0.

e Valutazione risposte:
l.a: 5,1.b: 5
2.a: 5,2b: 5
3.a: 5,3b: 5



e Risposte

Nota: La costante di Botzmann kp & presa uguale a 1, di conseguenza 3~! = T.

1.a)

1.b)

2.a)

L’energia media del sistema in funzione della temperatura si pud ottenere dalla relazione E(T,V,N) =
—(0/9B)|lv,nIn Z(T,V,N), dove Z(T,V,N) ¢ la funzione di partizione canonica.

Per un sistema di N particelle classiche non interagenti Z(T,V, N) = Z,(T, V)N /N!, dove Z,(T,V) & la funzione
di partizione di singola particella:

d2p d2 2m2a? 2 1
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Di conseguenza:

E(T,V,N)/N:—% y [lnﬁ_2+ln[eﬁv‘]+5lK( L +1)H
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Nel limite di alta temperatura si ha

AT3 /K2

E(T,V,N)/N ~2T + ——"—
(T.v.N)/ +2T2/K2

=4T, T >1,

in accordo con il teorema di equipartizione.

Essendo le particelle indipendenti la probabilita P(n; N) & data dalla distribuzione binomiale:
N!
-N) = n 1— N—n
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dove pg e la probabilita che una particella abbia energia potenziale negativa:
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Sostituendo otteniamo
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Nel limite N > 1 la distribuzione binomiale ¢ fortemente concentrata intorno al valore medio m = Npgy e pud

essere approssimata da una distribuzione Gaussiana con valor medio 7 e varianza o2 = f1. Ne segue che
N N
Pn/N) ~ exp{—nN—pOQ], N> 1.
(0/N) ~ [ g 0 | = (/N o)

Per un sistema di Bosoni il numero di particelle a temperatura 1" e pari a N = Ny + N ; dove Ny e il numero di
particelle nello stato condensato (€ = €min) ed N il numero di particelle nello stato non-condensato (€ > €pmin):

~ +eo Gle
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2.b)

dove G(e) & la densita degli stati di singola particella:

d’pd?q
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La condizione affinche esista la condensazione di Bose-Einstein e:

N(Tv ‘/7 Emin) < o0,
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L’integrando del secondo integrale € regolare in tutto il dominio di integrazione. L’integrando del primo integrale
presenta invece una singolarita integrabile all’estremo inferiore,

e+

-1 +
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di conseguenza l'integrale & finito e ne concludiamo che

lim N(T,V,u)= lim de G
pn—=Vy p—>=Vy J -0 eﬁ(ﬁiﬂ) -1

< oo = Esiste condensazione BE.

L’energia del sistema sotto la temperatura di condensazione e data da
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dove il primo termine e il contributo delle particelle nello stato condensato ed il secondo il contributo delle

particelle nello stato normale. Usando li risultati del punto precedente
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Nel limite 7' < Vj si ha e #Y° < 1, di conseguenza il contributo del secondo integrale & O(e~#%0) per cui:
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da cui segue facilmente

E~—NVy+ T2 [C(3)+0(e™P)]. T <V,
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3.a) Per un sistema fermionico il numero di particelle a 7' = 0 ¢ dato da

NZ/ de G(e),

dove, usando i risultati del punto 2.a),
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Di conseguenza
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3.b) Usando i risultati del punto precedente 1’energia del sistema fermionico a temperatura nulla & data da

E:/ deeG(e)
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Per ep = 0 si ha
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mentre dal risultato del punto precedente

di conseguenza

E/N:—%, EFZO.




