Questa parte delle lezioni segue il libro Statistical Mechanics di Huang.

1 Ising

In alcuni metalli, abbassando la temperatura sotto un valore detto di Temperatura di Curie,
una frazione finita degli spin degli atomi si allinea, dando origine ad una magnetizzazione
del materiale. Il modello di Ising offre una rappresentazione cruda del fenomeno, che
pero’ ha svolto nella storia della meccanica statistica un ruolo cruciale, essendo un modello
risolvibile analiticamenti in una e due dimensioni. Il modello di Ising e’ definito su un
reticolo (lineare, quadrato, cubico...). Su ognuno degli N siti reticolari e’ collocato uno
spin s che puo’ avere solo due orientazioni, up (s = 1) e down (s = —1). Spin adiacenti
interagiscono con un potenziale -es;s;. Valori di € positivi indicano un ferromagnete, €
negativi un anti-ferromagnete. L’ Hamiltoniana del modello ¢’ (indicando con < 4,5 > le
coppie di spin adiacenti)

N
H{SZ} = — Z €5;55 — HZ S;
<%,)> =1

La funzione di partizione nel canonico e’ data dalla somma sui 2V stati

QUH,T) =) 3 o e P

S1 82 SN

La magnetizzazione M =< Zf\i 1 8i > la possiamo calcolare come derivata rispetto ad H
dilnQ(H,T)
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2 Ising 1D
In una dimensione, con condizioni al contorno periodiche (sy4+1 = $1),
N N
7‘[{81} = — Z €S;Si+1 — H 2 S;
i=1 i=1

e, simmetrizzando il termine con il campo magnetico
Q(Ha T) = ZZ Ze_ﬁzf\;(—€5i8i+1—%(si+si+1)
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Se definiamo una matrice P

P=

eﬁ(e—i—H) e—ﬂe
[ e_ﬁe eB(E_H) :|



possiamo riscrivere la funzione di partizione come

QH,T) =Y ... D <s1|P|sy >< s|P|sg >~ < sn|P|sy >
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e poiche’ ZSk lsp >< sg| =1,
Q(H,T) = Z < 31’PN‘81 >=TrpPN — )‘]-1\-7 + )\]_V
s1

dove A1 e A_ sono gli autovalori di P e abbiamo sfruttato la invarianza della traccia. Per
N grandi solo il maggiore tra A; e A_ conta.
Per chiarire perche’ 3,  [s; >< s =1 considerate un caso specifico, per esempio

Z < 81|P‘82 >< 82|P|S3 >
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che riconoscerete come la somma equivalente al prodotto riga per colonna della moltipli-
cazione di P per P, trovando cosi che

Z < 81|P‘82 >< 82|P|S3 >=< 81|P2|83 >
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21 H=0
Quando H =0,

Be —Be

e e

Pel o]

e il determinante |P — AI] = 0 diviene (indicando x = €%¢)

P-M]=(x—-)\N?>-—==0 — =2+

8|

e, poiche’ e + e~% = 2 cosh(z)

A =P+ ePe Qn =2V [COShN(BE) + SinthE)]

22 H#0

In questo caso, chiamando x = exp(fe) e



cosi che’
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Ay = e’ [cosh(BH) + \/sinhQ(BH) + 6_4ﬁ6:|

e per grandi IV

A=—kgTIn@Q =—kpTNIn\; =N (—6 — kgT1n [cosh(ﬁH) + \/sinh2(,6’H) + 6456]>

La magnetizzazione per spin la otteniamo derivando A/N rispetto ad H (cambiando di
segno) trovando

_8104;—[N _ kgT Bsinh(BH) + 3 sinh(8H ) cosh(8H) _
{cosh(ﬁH) + \/sinhQ(ﬁH) + 6456]

\/sinh2(BH) + e—4Pe

_ sinh(GH) 14 cosh(BH) _ sinh(8H)

[cosh(BH) + /sinh?(BH) + 6—456] \JSIhZ(BH) + ¢=45¢ |\ [sinh®(BH) + e~45¢

Poiche’ sinh(0) = 0, M(H = 0,7) = 0. Per nessuna temperatura finita, il sistema in una
dimensione si magnetizza spontaneamente.

Troviamo dunque che in assenza di campo, nonostante ci aspettiamo che spin adiacenti
siano orientati nella stessa maniera, non e’ presente magnetizzazione. Il sistema apparira’
come una sequenza di spin spesso paralleli con un numeri di inversioni di segno che deter-
minano in media magnetizzazione nulla.
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Possiamo capire meglio perche’ la magnetizzazione e’ sempre nulla (eccetto che stret-
tamente a 7' = 0) considerando I’ energia libera in funzione del numero di ”interfacce”,
chiamando interfaccia il luogo dove due spin successivi hanno segno opposto. Lo stato



)

fondamentele (I’ unico con M = 1) non ha interfacce ed ha una energia per spin pari a
A(0) = —Ne. Lo stato con una interfaccia ha energia libera A(1) = —Ne +2¢ — TIn N
dove abbiamo aggiunto I'energia associata all’ aver flippato tutto gli spin a destra dell’
interfaccia in modo coerente. Il termine entropico In N indica gli N luoghi dove possiamo
collocare 1’ interfaccia. Continuando troviamo A(3) = —Ne+4e —T'In[N(N —1)/2] e cosi
via. Un grafico dell’ energia libera in funzione del numero di interfacce vi fa vedere che per
N — o0 il minimo di A si ha per un numero di interfacce diverso da 0. Lo stato con una
interfaccia (e M = 0!) diventa infatti piu’ stabile dello stato fondamentale (con M = 1)
gia’ per T' = h?jv

2.3 Funzione di correlazione in Ising 1D

Per caratterizzare la lunghezza di correlazione tra spin dello stesso segno guardiamo la
funzione di correlazione spaziale tra spin distanti j siti reticolari in assenza di campo

magnetico
< sisivj > oo EZ Y sisiqge PHiok
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Calcoliamo questa funzione indichiamo con 0.5 < py < 1 la probabilita’ che due spin
adiacenti abbiano lo stesso segno (++4 o ——) e di conseguenza con 1 — py la probabilita’
che due spin adiacenti abbiano segno discorde (il limite inferiore 0.5 ¢’ dovuto al fatto che
se gli spin sono messi a caso (I' = o) la probabilita’ di averne due adiacenti paralleli €’
1/2). Ognuno dei j spin ha 2 stati per un totale di 27 stati tra i e i + j. Scrivendo

J
j—k
1= (py + (1 =pp)) Z ( >p%¢ (1—py)* =

J J
= Z (]_ )p]ﬁ ( pTT + Z ( >pﬁ (1*pTT)k:Spari+Sdispari

k=0,2,4 k=1,3,5

notiamo che i contributi con £ pari (la cui somma indichiamo con Spgri) avranno uno spin
finale (in i + j) concorde con lo spin ¢. Gli altri (j — k dispari), la cui somma indichiamo
con Sgispari contribuiranno con spin discordi. La funzione di correlazione e’ dunque data

< 8iSi+j >= 1 x Spam’ —1x Sdispari

Se scriviamo

J

(2pTT - 1)] = (pTT - 1 _pTT Z < . ) pﬁ (1 _pTT)k = Spari - Sdispari
k=0

troviamo proprio < §;s;4; >,

< 8iSj4j >= (QPTT — 1)j _ ej In(2pyy—1) _
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che mostra che il decadimento della correlazione e’ esponenziale con una lunghezza di
correlazione spaziale &

1 .
= —_—— < 2GS s >= _]/E
In(2pyy — 1) Si5i4] €
Se py = 1/2, che corrisponde ad una probabilita’ del tutto casuale, £ = 0, se pyy — 1,
§— ©
Se
efe
P = B o5
a basse T' )
N _ 1 _ 2B
Dt (T O) 11 o2 1—e
e 25
1 e“Pe
§(T'—0) =

T In(1—2e28¢) ~ 2

Quindi, nonostante la magnetizzazione sia nulla, la lunghezza di correlazione diverge
per T' — 0.

2.4 Lunghezza di correlazione (in assenza di campo magnetico). Metodo
2

Vogliamo calcolare
< SkSk+r > Qizz Zsk5k+r62i:1 Besisit1
N S1 S2 SN

Se apparentemente complichiamo il modello rendendo gli € ¢ dipendenti, e chiamando
~v; = Be; la funzione viene scritta

< Skt > o DD e D ke
N S1 82 SN
Notiamo che

S Yisisiv
561— Zﬁil YiSiSi+1

Oy mmeA1e
da cui
i . ¢ 625]:1 ViSiSi+1 —
O Ok+1 OVrr—1

N N
-1 ViSiSi 2 2 4 YiSiSi
SkSk+1Sk+1Sk+2----- Sk+r713k+7’622_1% il = SkSkg1eee- Sk+T_lsk+rezl_l’yz 1941



Poiche’ i termini tipo si sono sempre uno, indipendentemente dal segno di sy,

1 0 0 0 N 0 0 0
_ E E E s Diimq YiSiSi+1 — _
< SESkir > -y — .. e = — ...
e QN 51 59 Py Nk OVk+1 OVkar—1 Mk OVe+1 OVksr—1

Se ricalcolassimo la funzione di partizione per ~ diversi troveremmo (per grandi N o

per catena aperta)
N-1

Qn =2V Z cosh ;
i=1

per cui, visto che dIn(cosh(x))/dx = tanh(z),

.
< Sk Sktr >= Htaﬂh%ﬂ‘—l
i=1

e riscrivendo v; = €0,

< SkSg+r >= (tanh fe)" = o7 Intanh Be
per cui 1
e
Espandendo per T' — 0, tanh(x) = %;Z%;: ~1—2¢2% da cui
€= g

2.5 Ising 2d

In questo sito trovate la simulazione in real time del modello di Ising in 2 d (kgT./e = 2.2609,
reticolo quadrato).
https://mattbierbaum.github.io/ising.js/

3 1l campo medio: Bragg-Williams

La funzione di partizione del modello di Ising puo’ anche essere scritta in funzione di due
grandezze: il numero totale di spin up (N4) ed il numero di coppie di spin adiacenti di
tipo up-up N, ., conoscendo la funzionalita’ v del reticolo (2 in una dimensione, 4 in 2
dimensioni per un reticolo quadrato e 6 in 3 dimensioni per un reticolo cubico). Infatti
possiamo scrivere che

’YN_;,. :2N+++N+_ ’)/N_ :2N__+N+_ N++N_ :N

La prima relazione si dimostra contando i legami che partono da tutti gli spin up v/Ny. Tali
legami connetteranno o spin up-up (e saranno contati due volte) e quelli che connettono



I’ up con il down (contati una volta). Analogamente per la seconda relazione. Abbiamo
cosi’ che delle 5 quantita’ N, N_, N, ., N__, N, _, tre possono essere espresse in termine
delle due rimanenti. Troviamo cosi’ che

N, =~4N; —2N,, N_.=N-N, N__-= %N+N++ — AN,

Poiche’
N sisj= Nyy + Noo = N_y = 4N,y — 29N, + %N
<%,7>

e la magnetizzazione M
M=>si=N,—N_=2N,—N
possiamo riscrivere ‘H come

H(Ny, Niy) = —4eN, 4 + 2(ey — H)N, — (%e - H) N (1)

e corrispondentemente calcolare la funzione di partizione come

/

N
Q= eB(Fe—H)N Z e 28(ey—H)N+ Z g(N+,N++)€4’BEN++

dove g(N4+, Ni4) conta il numero di stati con Ny spin up e N4 coppie up-up.

L’ approssimazione di Bragg-Williams consiste nel definire una relazione tra Ny e
N4. Assumendo che gli N siano distribuiti a caso con probabilita’ Ny /N. In questo
caso, una qualsiasi connessione tra primi vicini ha probabilita’ (N, /N)? e dunque N, , =
N~v/2(Ny/N)2. Questo fa si che la sommatoria su N, scompaia e

N
Qpw = PG N Z g(N )e 2B —H)N A4BeNy/2(N . [N)?

N, =0

dove g(N.) conta il numero di stati con Ny spin up. Il numero di modi di scegliere N
siti up da N siti ¢’ dato da

N!
N )= —
9N+ = N NI

per cui
Q B(ze—H)N i N! —2B(ey—H) N ,2eN~(N+/N)?
BW = €72 e e
(N — N;)ING!
N+=0

Se utilizziamo il trucco imparato precedentemente, valido per il logaritmo di una somma i
cui termini dipendono da N con N grande, e’ sufficiente calcolare solo il termine maggiore
del logaritmo dell’ argomento della sommatoria per capire quale e’ I’ N dominante.



Troviamo cosi’

2
TN [lnN! —In(N — N ) —InNy! —208(ey — H)Ny; + QBGN’Y;] =0
+
e poiche’

— In(N=N;)! = i(z\r—z\u) In(N—N,)—(N=N,) = —In(N=N;)—1+41 = — In(N—N,)
dN, AN,
€

d

dN +

[11’1N+'] = W [N+ 1nN+ — N+] = lnN+
(da qui impariamo la regola che dIn N!/dN = In N). Abbiamo cosi’

N
In(N —N;)—InN; —28(ey— H) + 4BGN7—; =0
che possiamo anche scrivere

N — N. N.
In <N++) =28(ey—H) — 4ﬂ<5'yWJr

Esprimendo tutto in funzione della magnetizzazione per sito L = ), s;/N, troviamo

Ny L+1
N 2
Se scriviamo

N — N, N 2 2-L-1
M<zw>—m<wp4>—m@~»‘9‘“(>‘

L+1

troviamo

—L
In (LLL> = 208(ey — H) — 2Bey(L + 1)

1-L
In{——) =-28H -2 L
(157 ) - 20 - 280
massimo

che possiamo anche scrivere, mettendo una sbarretta su L (L) per indicare il valore

_ H _
L = tanh < + il L)
Infatti

kpT | kpT
1-L
1+

> _ 6—25H—2ﬁwi & 1-T = (1 + E)e—QﬁH—Qﬁmi

|

(2)

]



E(e—zﬁH—zﬁwz + 1) —-1_ e—zﬁH—zﬁwi

[e-‘rﬁH-i-ﬁe'yZ + 6—6H—,Be'yi]
[e—ﬁH—Be'yZ _ €+BH+657E]

che possiamo condensare in
L = tanh[3H + BeyL]

(Ricordiamo che lo sviluppo di tanh(x) ~ x — 23/3 + 22°/15). In assenza di campo
(H = 0), I’ Eq. 2 puo’ essere risolta numericamente. Ad alte temperature esiste solo la
soluzione L = 0, che indica I’ assenza di magnetizzazione. Ma quando T diventa minore
della temperatura critica kg1, = e, nascono oltre alla soluzione instabile L = 0 due
soluzioni stabili L = +Lg. Ricordando che la derivata di tanhaz e’ 4a/(e™% + %)% in

x = 0 € a. Quindi avremo che la pendenza di tanh (%i) e’ uguale a uno (e dunque
B B
tangente a L quando k;—VT = 1. Questa relazione definisce 7.

Se espandiamo per piccoli L la funzione tanh (%I_}), le soluzioni sono date da

T 1 (T.\?
L=2L--(=L
-5 (71)

che ammette come soluzioni, oltre a L = 0, anche
Ic
2 B(T — 1)
T.\3
(%)
E se espandiamo la espressione funzione di T per T intorno a T,
T\ (TY  T=T
T T, T,
per cui, per T < T, abbiamo soluzioni non nulle
L=x+4/3 (TC _ T)
T,

L’ energia libera in approssimazione BW si ottiene sostituendo la sommatoria con il
termine piu’ grande (ma con Ny /N = 2(L + 1))

N! 2
_ BRe—H)N__ VP —2B(ey—H)N4 4BeN~/2(N4/N)
Cow = N NIV ‘
sempre dal termine dominante nella somma. Se calcoliamo
N!
In g = VNN LV NG (NN )= (N N (V) I ) (V)] =



NInN — (N - N+)IH(N — N+) - (N+)11'1(N+)
e mettendo in evidenza un N in ogni termine
=NInN-N1-N;/N)lnN(1—-N./N)—N(Ny/N)InN(Ny/N) =

N[=(1 = Ny /N)In N(1 = Ny /N) — (N4 /N) In N(N. /N)
e sostituendo N, /N = (L +1)/2,

L+1 L+1 L+1 L+1. L+1 1-L 1-L L+1 L+1
N —(1—L)ln(1— il ) — R Ml [ U In S N

2 2 2 2 2 2 2 2 2
dove L = L.

Se espandiamo intorno a L = 0, utilizzando

In(1+x) =4z —2%/2+23/3 - 2/4

N!
(N —N,)IN,!

In

1— 1
—N[- ln2+TL(—L—L2/2—L3/3—L4/4)+L%

(L—L*/2+L3/3—L*/4)] =
~N[~In2+ (—L%/2 — L*/4) + L(L + L*/3)] = —N[~1In2 + L

14
2+EL]

Il termine energetico corrispondente e’ (vedi Eq. 1)

E N N? 2
f:—16+H+2(67—H)—+—2@—+=—16+H+(GV—H)(L+1)—%

N2 N N2~ 2
:%/evLHJer—HLvLy(—H—E;L2—;22/—9ff=—HL—E;L2

La energia libera per sito reticolare, vicino al punto critico €’ dunque scrivibile come

(L+1)* =

F(L,T
f= (]\; ) = —kBTanBw/N =—kgTln2+

kBT_ﬁ'ny 1 4 =
MLl ) T—I4— HL
2 + kBT 3

Ricordandoci che kT, = ey, troviamo che vicino a L = 0, in assenza di campo mag-
netico esterno (H = 0), |’ energia libera ha una espressione data da una parabola sommata
ad una quartica, entrambe centrate su L = 0. Ma il coefficiente di L? cambia segno proprio
a T =T, generando due minimi simmetrici che indicano magnetizzazione spontanea.

10
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Figure 1: Energia libera in funzione di L secondo la teoria di Braggs-Williams, senza e con
campo esterno applicato.
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3.1 Suscettivita’ magnetica y,,

Calcoliamo la suscettivita’, definita come

_ (oL
o =\Gu ),

Vicino al punto critico, utilizzando la solita espansione di tanh al primo ordine possiamo
scrivere

_ H €y = _ H oL 1
L=— L i L(1 —Tc T) = —— — _ P
* ( / ) kBT (8H)H_O k:B(T — TC)

kgT kT
Quindi la suscettivita’ magnetica diverge al punto critico. Cio’ indica che una variazione
infinitesima di campo esterno determina una variazione finita della magnetizzazione, in
analogia con quanto visto per la compressibilita’ isoterma.

3.2 Critical Isotherm

La variazione della magnetizzation a T" = T, €’ fornita dalla espressione

(BH + L)?

L=tanh<H+TCL>:(6H+L)—;

kT T
cioe’

3BH)Y3=BH+L — Lpyg, ~HY?

3.3 Relazione tra suscettivita e correlazione

Consideriamo per semplicita’ una versione continua
<M >=< str m(r) >

La magnetizzazione per unita’ di volume e’ dunque

<M> §dm[{d® m(r)]e P
v (e BH

dove H = Hy — H §{d®' m(r'). Se calcoliamo la derivata rispetto ad H troviamo

o=M= —§dm |[§Br m(r)] [ m(x')] e 7 — {dm [§d®r" m(r))] e PH §dm [§ d®r m(r)] e PH

=8
oH (§ dme—PH)?2

_ 5{< Udi”r’ m(r’)] Ud% m(r)] >_< Ud%/ m(r/)] >2}
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E passando a r” =1’ — r ed r e sfruttando la isotropia

=5 {< Udi”wdffr m(r” + 1) m(r)] > < U i m(rq} >2} _
ﬁ{V < fd?’r m(r) m(0) > — < M >2} =8 {V < fd?’r m(r) m(0) > — < m(0) >2} _

BV {Jdg’r [< m(r) m(0) > — <m(0><m(r >]}

che mostra che la suscettivita’ e’ 1’ integrale della funzione di correlazione. Se la suscettivita
diverge, allora la funzione di correlazione deve diventare a lungo range.

4 Bethe-Peierls

Per migliorare rispetto a BW, guardiamo la cosiddetta approssimazione di Bethe-Peierls
(in assenza di campo esterno). Questa volta non ci focalizziamo piu’ solo su uno spin, ma
includiamo nella nostra discussione anche gli spin adiacenti. Abbiamo quindi un sistema
con v + 1 spin. Lo spin 0, centrale, interagisce con i vicini con la Hamiltoniana H =
—€sp Z]’:l sj. Gli spin j = 1, interagiscono anche con un campo esterno h, che descrive
I’ effetto del resto del reticolo. Questo contributo aggiunge alla Hamiltoniana un termine
—h Z;’:l sj. Dobbiamo dunque calcolare

Q=Y. Y Fen T m-hL )

S0 S1 Sy

Passando alla variabile Ny che conta quanti dei v spin sono up, H = —esg Z}Zl sj =
—eso[ Ny — (v — Ny)] possiamo riscrivere () come

Y Y
Qr =), Y, < &) Ao Nt =N =(=Np)T} = § g =Bllsoctiin] Y <er> Bl2eso+2h) Ny ]

S0 NTZO S0 NTZO
da cui, separando i due termini con sg =1 e sp = —1,

OQpp = ¢ B (1 n eﬂ[(aewh)])” | Ber—Bhy <1 n exs[(—zem)})7
La probabilita’ P(1o, Ny) che lo spin centrale sia 1 e circondato da Ny spin €’

P(TOaNT) =

o—Ber—Bhy ( g ) SBl2e+21)N;]

QBp Ny
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e la probabilita’ che lo spin 0 sia up P(1y)

~

P(to) = Y, P(To, V1)

Ny=0

Ora possiamo anche calcolare la magnetizzazione di un generico spin adiacente, P(1;)
sommando su tutti gli stati con qualche spin tra 1 e v che sia up e dividendo il risultato
per 7y
1 v v
P(ti)==| > NiP(1o,Ny) + > NyP(lo. Ny)
Ny=0 N;+=0

Poiche’ il generico spin ¢ €’ in realta’ del tutto equivalente allo spin che abbiamo selezionato
come 0, ne consegue che P(1y) deve essere uguale a P(1;). Questa relazione ci consente
di trovare il campo esterno h. Abbiamo infatti, indicando con z = €%/ e trascurando il
termine @6_’8}17 che compare sia a destra che a sinistra la relazione P(1g) = P(1;) si
scrive

gl g gl
—fe Y 2BeNy N 1 Y —Bey 2BeNy N Y ey ,—2PBeN
6572<NT>€B TZTZ; Z(NT>NT65765 TzT+Z(NT>NTe+BVe PelNy
Ny =0 Ny =0 Ny =0

e~ P (1 + zewe)'y = {e_ﬂwz; (1 + zmewE)7 + e+ﬂ€7z§ (1 + 26_266>7}
z z

1
~
<€_BE + ZeﬁﬁyY = e Pery (1 + 26256)771 e2Pe 4 etBev, (1 + ze_wE)’Yil e 2Pe

(6756 + ;zeﬁe)7 =z (6756 + zeﬁ6>7_1 P+ 2 (eJrﬁE + ze*&)v_l e e

—1 —1 -1
(e_ﬂ6 + ze’Be) (6_’86 + ze/BE)7 =z (6_’86 + zeﬁe)7 e’ + 2 <6+6E + 26_”86)7 e e

eJrﬁE 28766 y—1
(e + ze™™)

~Be
e
(e=B¢ + zefe)1 ™t

(7P + 2eP€) = 2eP€ + 2

da cui finalmente . .
(e‘ﬁ6 + zeﬁe)w_ (1 + 26256)7_

z = = (3)

e+Be 4 ze—Be)1! z + et2Beyr!
( ) ( )
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Poiche’ P(1¢) €’ proprio N./N = % possiamo scrivere

N —Be 4 0B
LL 1 s S semipm L mser(q y petseyy L (T H 2
? @sp Ny=0 @sp QBp

e sostituendo I’ espressione di Qpp

1+L (e7P€ + zef)v

2 (e=B + zeBe)7 + (ePe + ze=Pe)Y

. 1 2B¢ —Be Be . .
Poiche’ t = 271 = ;Igﬁwe = zﬁur:;fﬂe possiamo scrivere

1+L 1 [y U 1
2 1+t tr+1 ST+l Y+ 1
cioe’ r
=2 = =_7

¢+ 1 * v—1

Questa espressione mostra che z = 1 €’ sempre soluzione dell’ Eq. 3 e descrive lo stato
con L = 0.

Notiamo inoltre dalla equazione 3 che se z €’ una soluzione, anche 1/z e’ soluzione.
Scambiando z con 1/z si inverte L in —L.

Come per la soluzione BW, per trovare la temperatura critica occorre calcolare la
pendenza in z = 1 e porla uguale ad 1.

Troviamo cosi’ (indicando a = e2¢, derivando il lato destro della Eq. 3 e ponendo
uguale ad 1 il risultato)

d <1+za>7_1:(7_1)<1+za>7_2ci14—&1:(7_1)<1+za>7_2aﬂx+za)_(1+za)

z+a dz z+a z+a (z +a)?

che calcolata in z = 1 da

d‘ <1+za>7_1 a—1 e2Pe 1
- |z=1

= B
dz a+1@ ) 1 + e2Be

z+a (y=1)

La pendenza assume il valore 1, e quindi si comporta come z quando
1= (2P —1)(y-1)

da cui

=Py —2) 2Be=1 =
v=e"(y—=2) 2B o .

La temperatura critica e’ piu’ bassa di quella stimata da BW.
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f(z)

approximation and in the Bragg-Williams ap-
20 proximation.

C,(0,T)/Nk
flz)=z Bethe-Peierls
eBety=1) L
y=1
2B
| \HZ) =iltze™ [<—Bragg-Williams
| z 4+ e2B¢
|
I
| h )
I LT
! 2c e &7
} | ioglicr— 21
o= 2Bely—1) | I Fig. 14.14 Specific heat in the Bethe-Peierls
] 1 2
1

N -
&

o]

Figure 2: (sinistra) Soluzione grafica della equazione di BP. (destra) Confronto tra il calore
specifico predetto da BW e da BP.

4.1 Back to vdW
4.1.1 Compressibilita’... esponenti critici

Torniamo alla equazione di van der Waals, espressa in unita’ scalate (P, T¢,V, tutti uguali
al)
8T 3
3V -1 V2
Guardiamo il comportamento della compressibilita’ isoterma, una delle importanti fun-
zioni di risposta, definita come

1 7_197‘/‘ _
™ “vyor™ ™

lungo isochora critica, V = 1.

-3V 6 -3

6P
T =8T— " 4+ — =" 8T +6=6(1—-T 4
8V| 8 BV —-1)2 V2 48 6= 6 ) ()

per cui la compressibilita’ diverge con un esponente critico (di campo medio) di meno
uno

1 1 1 _
= —sa—m " em—1 6 VY 1

4.1.2 scaling del parametro d’ ordine

Se espandiamo la equazione di stato intorno al punto critico,

8T 3 8T — 8+ 8 3 8(T—1)+8 3

T3V-1 V2 3V-343-1 (V-1+12 3V-1+2 [V-1)+I1]
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troviamo (utilizzando

1 1. 3 9., 27, 3 ),
S PR L % 312 4
S+ 2 2[ 2 1" sx} S s ] U )
—1)* 27(V —1)3
P=1—3W;)+%T—U(—7U;)+%V—D2—&V—D+A>

Se assumiamo (e lo mostreremo dopo) che O(V —1)%2 ~ O((T—1)), possiamo semplificare

3(V —1)3

P=1- +4(T —1)—6(T —1)(V —1)

che costituisce una espressione dell’ equazione di stato vicino al punto critico. Quando
P=1+4(T—-1),V =1 ¢ soluzione. Per lo stesso valore di P e T esistono anche come
soluzioni

3(V—1)°3
—(2)-—aT—1xv—1)=o
cioe’
(V-1)2=-4T—-1) Vig=1++4(1-T)
cioe’ due soluzioni simmetriche rispetto a V =1 [(V; — 1) = — (Va2 — 1)]
Chiamiamo 1 + 4(T — 1) = P,pe,. Infatti per questo valore di P e T,

3(V —1)*
8

Vo—1
—aT—le—lﬁ] =0

\ %}
J(P‘HmWV:L‘
Vi—1

Wi
poiche’ la quantita’ tra parentesi e’ una funzione pari rispetto a V' = 1 e quindi uguale se
calcolata in (V4 — 1) oin (Vo —1). [(V4 —1)? = (Vo — 1)?]. Dunque

V-V, 4 T.-T
Ve o TIe
che mostra che il parametro d’ ordine V' — V, scala con |T' — T¢| con un esponente critico

1/2.

4.1.3 Scaling a T,

Abbiamo visto che

e dunque a T' =1,

per cui




0.999+- _

0.998; T=0.999 ]

a 0.997- _
0.996

0995 — vdW EOS (scaled form) |

, — 144(T-1) A

0.994 = \ | \ \ \ A

09 095 1 105 11

Figure 3: vdW vicino al punto critico (7'/T. = 0.999)

4.2 Esponenti Critici

Se confrontiamo il comportamento della teoria di van der Waals e di una qualsiasi delle
teorie qui sviluppate per il modello di Ising scopriamo che si manifesta un comportamento
uguale vicino al punto critico. Identificando come parametro d’ ordine la differenza di den-
sita’ nel caso del fluido e la magnetizzazione nel caso di Ising in entrambi i casi, chiamando
= (T—T)/T.,

L(T) ~ (=) p—pc=(—¢) B=05

oL 10V
7 ~eTT Sam T =1
oH ) y_, VoP
Infine, se guardiamo com varia il parametro d’ ordine con il campo esterno
L(H)~HY p—p.~(P—P)/ §=3

Tutti questi andamenti sono descritti quindi da leggi di potenza. Sperimentalmente si
osservano effettivamente leggi di potenza ma con esponenti, universali, differenti. Specifi-
camente 8~ 1/3, v~ 5/4, 0 ~ 5.

Il campo medio quindi ci consente di capire quello che sta succedendo, ma la descrizione
dell’ energia libera in vicinanza del punto critico non e’ esatta. Una nuova teoria, il gruppo
di rinormalizzazione, consente di predire gli esponenti corretti.
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