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I\{ECC,A.NTCA ANA.LITICÀ E RELATIVISTICA.
COMPITO DI ESAME DEL 13.T2.05

I
In un pia"no orizzontale consideriamo un sistema cli assi cartesiani Org. In tale

piano e' posta una asta omogenea AB d1 tnassa M e lunghezza L- Il punto D dì
tale asta che dista i .t" ,+ e' obbligato a, scorrere senza attrito lungo l'asse c. L'asta
e' soggetta alìe forze attive F : -kHnA,(k > 0) * F : -l;HoB,(k > 0), ove f/*
e' ìa foieziorre orlogolaìe tìeì puli,t-r ,{ suìì'asse 'g e Ílu e' ia proieziole orlogonaie
dei punto B su un asse paralleio all'asse delle y e distante da questo una quantita'
J I -: fi /\/^l; tr'i.""-- r \ú) t-e / v.

Si a,ssumano come variabíli iagrangiane I'ascissa s di D e i'angolo f c',ire AB
forma con lta.sse r.

1) Scrivere la funzione di Lagrange e le equaaioni tiel moto.
2) Tbovare le posizioni equilibrio e discuterne nurnelo e stabìlita' a.ì uarìare di cl.

3) Ponentlo in questa d.ornan<la M :1, L : I, k 3 t, d: à, trovare ìe -fuequenze
delle piccole oscillazioni attorno ad una posizione di equiìibrio stabile.

{N.8. Osserrr"a.re che non c'e' fbrza peso. Si ricorda che il momento d'inerzia Ia;
di una asta omogenea rispetto ad un asse ortogonale all'asta stessa e passa;rte per
iì baricentro e'i6 : U{é).

II
Data ia trzu;formirzione (q,pJ -+ (Q, P):

iQ-- ]nu* ; P: -(q't-t)

trovare i valori clel para.inetro rea.le ct per cui essa e' canonica. Inoltre in questo
caso tror,a,re ia funzione generatrice F(q,8).

III
tlna particella relativistíca di massa, propria rn e velocíl,a' ft (c: velor-:itar della

luce) si muove lungo l'asse delle x ed urta con uR& altra particelia di massa, propria
Znz che si muove anch'essa lungo l'asse delle x ma con velocita' f . Neil'urto esse
formano una unica particella di massa propria M che si rnuove con r'-elocita' T,'

lurrgo i'a":se rieiie x. Trovare lv{rl' uu|o rtt.
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I\{ECC/INIC/I ANALITICJI E IIEL,ITIVISTIC,/T.
COMPITO DI ESAIyIE DEL 19.9.Ù6

I
In un piano orizzontale consideriamo un sistema di assi cartesiani Ory. In tale

piano e' posto un anello circolare di massa m e ra&Iio À. Siano C e D d.ue punti
opposti di tale anello (cioe' lunghezza C D :2.R) vincolati a scorrere senza attrito
lungo una guida solidale all'asse delle r. Nel piano in questione e' pocta anche una
asta omogenea AB di massa M e lunghezza L. Il punto A e' obbligato a scorrere
senza attrito lunga I'asse r. L'altra estremita' B e'obbligata a scoîrere senza, attrito
lungo I'anello. L'a.sta e' soggetta alla forze attiva & : -kOA, (& > 0) , e I'anello
aJIa forza attiva "Fz: -kPoD, (ft > 0) , ove P, indichiamo un punto fisso dell'asse
delle r posto a distanza a > 0 dall'origine e n6 1 úp. poniamo R : L. (Vedi
Figura 1)

Si assuma,no come variabili lagrangiane l'ascissa r d.el punto A e I'angolo g che
A-B forma con I'asse r.

1) Scrivere la funzione di Lagrange e le equazioni d.el moto.
2) Tbovare le posizioni equilibrío e discuterne numero e stabilita'aJ variare d.i a.
3) Ponendo in questa domanda M : rn : I, L : R: 1, rt : L, a: 2, trovare

ie tiequenze delle piccoie osciliazioni attorno aci una posizione <ii equilíbrio stabiie.
(N.B.Osservare che non c'e'forza peso. Si ricordache il momento d'ínerzía Is

<ii una asta omogenea rispetto ad un a,sse ortogonale all'asta stessa e passante per
il baricentro e' /6' : \n).

II
Due pa.r'Licelle relalivislicì.te tli ruass& propria ,4,f si uruovolo luugil l'asse del]e x.

Esse. hsnno ueloc"ita' I.' p.- -tr/ ri.spe-tfila.me,nte. Si r.1p;3oo e- r-l+lla reasi*ne nr.rcle.-3re
escolrú Lre prarLicelle tli ruassuu propria, îla , che si ruuovouo luugo I'asse delle x e cLe
hr"a;rno velncit-e' nr-tlla la" prima e rrz p- ry le dfre rlr.re. C.s.lcol.t-re t*-li dr.re r-p-loc.it-t'
suppolerrtlo loLe l'lf, fiLrl'.
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COMPITO B
MECCANICA

COMPITO
ANALITICA E RELATWISTICA.
DI ESONERO DEL 24.10.06

In un piano orizzontale si muove uu rettang<rkl A, B,c,D ove il latq A,B e,composto da uua asta omogenea di massa M e lunghezza L, mentre le altre parti
hanno una massa trascurabile. I punti A e B rooo lrio"olati a scorrere senz& attritolungo una guida circolare fissa d"i raggio R : L e centro O. It lato minore clel
rettangolo e'scelto di lunghezr" $A in mod.o tale che in punto 0 risulta sulla
congiungente dei punti C e D. Un punto mateniale P di màssa rn si muove senzaattrito lungo una guida r di massa trascurabil.e solid.ale al lato del rettalgolo C, D
ed e' sottoposto alla forza attirra F : -kBp, k > 0.

Si assumano come variabili lagrangiane I'ascissa € di P lungo la guirta r e l,angolod che Oll forma con un asse fisso, ove ÍJ e' il punto di mezzo Jel se.gment o AB(vedi figura).
1) scrivere la funzione cli Lagrange e le ecluazioni clel moto.
2) tovare le posizioni equilibrio e d-iscuterne la stabilita'.
3) Scrivere due integrali primi del moto e discuterne il significato fisics, studiandole forze i.g gioco.
4) Facoltativa.
Tl'ovare se qsistouo condizioni iniziali per cui il moto si svolge teuendo tilt; :

costante. e se si', discuterne il numero.

Si ricorda che il momento d'inerzia di una asta omogenea rispetto ad un asseortogonale al piano e pa.ssante per il baricentro e' 11; : #MLr. b*r* inoltre
che nel problerna I'eventuale forza peso e' inqssenziale.
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Compito B

conso Dr MECCANTcA ArrlRlrucA E RnlerrvrsTrcA
Compito di esonero del 21 Novembre 2006

Problema 1. In un piano verticale una guida rettilinea ideale è collocata in modo
da formare un angolo Ó: r13 con la verticale discendente. Un disco rigido di massa
rn e raggio "R è libero di traslare lungo la guida, con il centro C giacente sulla guida
stessa. Il disco subisce I'efietto di una forza elastica diretta verso I'origine O degli
assi cartesiani, con costante elastica k, applicata al centro. Un punto materiale p
di massa rn è libero di muoversi senza attriti lungo il bordo del disco, sotto l,azione
di una forza elastica di costante /c diretta verso il punto P/, proiezione del punto p
sull'asse orizzontale.

Si scelgano come coordinate lagrangiane I'ordinata z del punto C e l,angolo tî
che il segmento OP forma con la verticale discendente.

(i) Scrivere la funzione di Lagrange.

(ii) Determinare le posizioni di equilibrio e discuterne la stabilità al variare del
parametro a: TÉ.

(iii) Si consideri il caso in cui i parametri assumono, in un opportuno sistema di
unità di misura, i valori k: !, -R: 1, rn: I, g : B. Determinare la frequenza
delle piccole oscillazioni intorno alla posizione di equilibrio stabile.

Problema 2. Nello spazio delte fasi f : IR.2 si consideri la trasformazione di
coordinate (q,p) * (Q, P) data da

P: apQ20

Q: q9
a,É e ìR

Determinare per quali valori dei parametri a, g e R la trasformazione è canonica.
Facoltativo: determinare la funzione generatrice corrispondente.
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Meccanica Analitica e Relativistica'
12.12.06

I
In un pinno orir.zontale introduciamo un sistema di assi curtesiani Ocg' In trrle
pimo si muov€ 'na asta o-opo"_o.Ji-*t*q Cedi massn M e tunghezzt f,. Siu
D un puntn Àilil;A; tfrJt. !7S a; À. t.d púnto-D e' vincoln't'o t murnrersi
senza attrito luu*o una guì4a soliclal;dit;-* gtf,e y. -L'estremo B e''sogetto a3
una fr,rza *l""frA"F:;: :kliC-[;ì, ore ]f e' la pi.oigzione crtogonale clel punto
B su una t"td;;"uù*.I" ii-'"**la*U" gr e e.he iutersàca I'a.ss'e <te'lle à in un punto 4i
ascjs*a d > 0.-Iíil;lì-;""r;-D "; *gÉ"t-ro ect unaJorza .4: -hoD,lc )'_0.--

, Scelte corue variabili lagrangiane l%dinata y 4el--puntilD e I'angolo.g c'he I'a'sta1 f";;t;;I;;;'.i"tÉ;, -i"?iìs""u), 
si risponilq att.ì: .ryeuenti domanrle:

Ì -- 
1) SÀil'ete ta funzionè di Lagrmge- g tg "qqFM delmoto'

7 2) Daerminnre le posizioni ai *frifiU.i" daio,rt*""* il mrmero e ln stnbililn'' nl
' v,rriare di d, (d > 0).r f 3ì oc*.to I ""*ti domanda M : l,L: l, k : l,il -- 1fg,-weclige unap<xizione

i'. ,b di *litffi;ir;;lúl;;-il.;; le frextueuze ncxìali delle piccole oscillazioni'
(Nota Ben-e--i;f; pa.o e' i"à"r""a**. Si ricoràa che il monento d'inerzia

Io di una asta onogenea rispetto acl un a.qse ortogonale passante pe'r il bari<rcntrtt
vàle ro : M4r.z/12 )

il
? Una particellrr relativistica 4i massn pmprin 1H 9 clrigr.r q e' soggetta rxl u.o' cumln

elettrico E diretto tungo l'rrrse t 9 ó inteusitrr' P*i!.lv;. crstrrnte sifr nello sprrzir>

che nel t"*po."iìi ;r;i;"u. ili"iltt"""nt* "i tt"oru nell'origine con velocitu' nullrr e
vuole rrrggiringere if puuto di a*issrr-poaitiva a" rrl tempo t: &'

Ttovnre i;Éi.li ;per"he' cio' rtwengrt pet un opportuno E e trovrre tale
ca,rDPo.

ilI
A S Due par.tice.lle relativistie;he di ura.ssa propria fl si muovono lunga I'a'qse delle x'
L/ ' ) É** i.r"" ""fo"*J I "lu rispettivaìuente- Si urtano e dalla reazione rucJeare

e$1ce rrna ,U"" p*rii"ella di -a-Ga propril M e velocita' V.
Ttovare il valore cli M e V supponendo note vn ed lt'

{
{

I
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Meccanica Analitica e Relativistica.
Compito di esonero del Z2.I.OT

COMPITO B

Risolvere i seguenti b esercizi.I
Data la trasformazione (g,p) --+ (e,p):

Q: (!)'/3 : P: -yYf/z nF'2q' '2' a

trovare il valore del parametro reale-6 per cui essa e' canonica. Inoltre in questocaso trovare la funzione generatrice F(S,e)iI
Indichiamo un evento neìro.spazìo-tempo con -E : (ct,r,u,z) escegriamo delìeunita' di misura in cui la veiocita' della lute c : 1.i) Dati i due eventi:

Er = (0,3,0,0) ; Ez : (b, 2,0,0)
trovare i valori del numero reare B per i quari esiste un sistema di riferimento incui i due eventi sono contemporutr"i. Quàlora tu ,irpoìtu ,iu fositiva, trovare lavelocita' di tale sistema di rifèrimento.

ii) Dati i due eventi:

E1 : (1,3,2,0) ; Ez : (6, p,1,2)
trovare i valori del numero. reaìe B per il quare i due evenri possono venir coilegatisolamente tramite un raggio di luce rettilineo.m
^ Vi sono due gemelli inizialmente fermi. Il primo si muove sotto l,azione di unaforza costante -F., mentre il secondo rimane sempre fermo. Dopo un tempo T ,tempo misurato con un orologio lolidare ai gemellà fermo, u""[" i primo si arrestabruscamente e rimane in quieie. confrontaó re loro utu;, 'ai.u,- *ando la rerativita,ristretta, chi risulta piu' giovane e di quanto, sapendo che ri gà*eilo in moto hamasla propria rn. Inoltre, indicato con AZ Ia differenza fra le dire eta', a che valoretende il rapporto f; quando ? * oo ?

N"B. Si ricorda'che

: toe[zJT;F + zr]

7

fdn,-I JTTT



ry
Due particelle relativistiche di massa propria uguale rn si muovono lungo l,assex co.n y.elo9ita' rispettivamente f ,ff. EÀse urtanò contemporaneamente con unaparticella di m-assa 2m ferma.neil'o'riqirre. -Dopo t'u.t",iuiitu;;;"" particelle dirnaesa propria M cia"scuna e velocita' V1 e V2 rispettivamente. Trovare tali velocita,.V
consederato un sistema cartesiano (o,*,a), una particeua rerativistica di massapropria rn inizialmente. si trova nel punto (ri'o) con'verocitaj ió, rll . ,i;;;;;;lpiano sotto I'azione di una forza ài eneigia potenziale V _ '_in:t]6';'g ;;;p: vF+u'.- tovare il valore di o, pàr cui essa compie un moto circorare etrorrare il periodo di tale moto. Risoivers 1o stesso problema in meccanica classicae dire per quati valori di zo (o in quare rimite) le d,ie ;;i;;i;;i;;cidono .

+



Meccanica Analitica e Relativistica.
l-8.9.07

I
ln un piauo verticnle e' posto uu semidisco omogerreo pesante di massa M. Tale
semidisco e' ottenuto da un disco di centro O e raggio .E tagliandolo lungo un
diametro AB, Il puuto O e' fisso ed il semidisco Duo' ruotare senza attrito attorno
ad e*so. Indichiamo inoltre con G il baricentro dh semidisco. Soldeìmente ad AB
e' posta una guida Liscia di rnassa trasctrabile. Lungo tale guida si muove senza
attrito un punto pesante P di massa m, soggetto (olhe alla forza peso e la reazione
vincolare) alla forza F : -kOP, k ) 0. -

, _ Sceglie-o come variabili lagrangiane atte ad individuare la generìca poeizione
del sistema, la quantita' € : OP (lungo Ia guida) e I'aagolo 0 ché OG forma con la
'vertic*le discendente (vedi figura).

Si risponda alle seguenti domande:
1) Scrivere la funzione di Lagrange e le equaaioni de} moto.
2) Deternrinare le posizioni di equilibrio e discuterne il num€ro e la stabilita'.
3) Posto in questa domanda M : I,m:2rR: L,k - l,g: 1, scegliere una

pos.izione di equilibrio stabile e trovare le frequenze nodali <telle piccole oscillazioni.

(Nota Bene: ,a**eotiamo che la forza peso e' presente. Si ricorda che il mo-
rye-nto d'inerzia -Io rispetto ad un asse ortogónale alpiano verticale e passante per
O vale Io : M R2 /2 e la distanza del punto G àa O vale lOGl : *. )

II
Una particelln relativistica di massa propria rno si trova ferma nell'origine al tempo
ú : 1 ed e' soggetta ad rma foua diretta come I'asse delle x: F : p"1-z cpn I;
costante positiva. Dire a quale velocita,' e6.sa, teude quando ú -+ oo.

f,u
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Meccanica Analitica e Relativistica.
Compito di esonero del 15.11.OT

CO}/IPITO B

1n un pianc orizzonta,ìe consideriamo un siste$a di assi cartesiani Org' In taìe
piano si muove r:aa asta omogenea AB di lunghezza -L e massa M. Il punto A e'
obbl;gato a scoîrere senaa attrito lungo una guida coinciclente con I'as.ce delle rc.

'L'a.stae'scrggetta aclue forze at't-ive Fl : -!*GA'h > 0 e'Fr : -l*BD'k ) 0 o gve

O e D sorio ,j.ne punii fissi, il pi:iirio c,:inci.Leoie cori ì.torigine, ItaJtro ,i-i coorcli-iraie
(a,0J, a > 0.

'$í assumano come varia-bìli'iagrangiane'i"asrissa r ciéi punto ,4 e I'angoìo d che

AB forma con ltasse s.
I ì Sr:r'ivpre lp- firnz-ione di Lagra"ge e le equaeioni deL qoto.
^\ m - - - !- "'1-: '- ''--' 'éihÈ rl.ur-trglo e siaÌrililzi'ai vai'iaré di r;'Z) ii'úvàre ie puillzlul-tr È(luLuDflu e (uscul,l
B; Ponenclcr in quésta domanda h : 0 scrivere due integrali primi del :ncto e

dirne ii sigmúcato fisico.

(N.8. Osservare che noa c'e' forza peso. Si ricorda che il momento d'inerzia Jg
cij ula asta omogenea rispetto aci un asse ortogonaie aiitasta stessa e passalte per

il baricentro e' 16 : MlE", ).
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Meccanica Analitica e Relativistica.
Compito di esonero del 13.12.07

COMPITO A

fn un piaao verticale si muove ura a.sta omogenea pesante A,B di lunghezza .f, e
massa M. Il suo punÈo 0, di dista:raa À daÌ punto A, e' obbligato a rimanere fisso.
Per tale punto O passa una guida retùilinea r di massa trascurabile obbligata a
rimanere ortogonaì.e all'a.sta .4-B. Su tale guida scorre se:rza attrito u:r'altra asta
srnogeaeè pesaaàe Cl} di lu*gheaz* ?l e n*xsa nr. Tale àsÉa e' soggetÉa ,oèére a*a
forza peso, alla forza attiva .F' : -kOG,k > 0 ove G e' il punto intermedio tra ú e
D.

Assumia.mo come variabili lagrangiane I'ascissa { del punto G lungo Ia guida r
e ì'angolo 0 clne CD forma con I'asse verticale discendente e.

L) Scrivere la funaione di Lagrange e 1e equazioni del moto.
2) Trovare le posizioni equilibrio e discuÈe.rne aamero e stabilita' al wariare di

h,assumendo t<n<t.
3) Ponendo iu questa domanda lvt : l,m: \,h: l,L: 1,h: 1,g:l, scegÈieee u*a pasizioee di equilibri* sÈahiie e ÈsorèrÉ }e Seqxenze de*e piccoèe

oscillazioni attorno ad essa.

hD= &

tfr
\,,



Meccanica Analitica e Relativistica. 17.g.200g

I
In un piauo orizmntale r e' scelto un sist€ma di asi carteiani di origine O edassi z,y. Il tale piano si muove un,asta dl ot.".i XÀ o_ogenea e di mmsaM, con il punro G, mediano d.i.tate ;r; ilil;;'#'".uru oenzs smritolungo una guida re*ilinea coincidenre "", i,;;; il;; il".r.",no I dell,urae'aoggetto alla forza at,va I'= -kDB,k, O "r"i:; ,l ;;. di coordinareD=(o,a),o>0.

Scegllamo mme coordinate lagrengiane atte ad individure la generica poetzione del eisrema I'ordinarn ? d;l p;; C;],__;i;ffi" t,agra AB formacon I'aase c.
l) Scriwre la laglangiana del sistema e le equazloni del moto.z/ rrovare lo pGizioni di equ.llibrlo e dlscuteme il numero e la stabilta, 8lvarlare di c.
3) In queta domaoda poniamo L :4,M: t,a : l,/c : I e, rulta unapolzione di equilibrio stabile, dererm-iuare i; i."q;;;"il piccotc oectlleztoni&ttorno ad ffi&.

2
Una partlcella relativlstico di maas8 propria M, inizialmente ferma, decade intre particelle, due identiche di massa propria mo ed una di maoaa propria 4mo,che ei muovono le due idenriche l-i;li*';""i"-r;'i,ril., rungo un areeortogonale a quello delle c. îlovre lJ *lo"it, t;;;; àJt" t " po*iceue.



Meccanica Analitica e Relativistica.
25.1.08

I
ln un piano verticale zr e' posto un sistema di assi cartesiani (O,r,z) con asse z
lungo la verticale discendente. In tale piano zr si muove una asta omogenea pesante
AB di massa M e lunghezza .L, nella quale I'estremo I e' obbligato & scorrere senza
attrito lungo una guida coincidente con I'asse r e I'altro estremo B e' soggetto alla
forzaF:-leDB, k ) 0,oveilpuntofissoDhacoordinate (0.d), -@ (d<oo.

Scegliamo come variabili lagrangiane atte ad individuare Ia generica posizione
del sistema, I'ascissa' r di A e I'angolo 0 che AB forma con Ia verticale discendente.

Si risponda alle seguenti domande:
1) Scrivere la funzione di Lagrange e le equazioni del moto.
2) Deterrninare le posizioni di equilibrio e discuterne il numero e la stabilita'.
3) Posto in questa domanda M : L,L: l,k: 1, g: I,d': -1, scegliere urta

posizione di equilibrio stabile e trovare le frequenze nodali delle piccole oscillazioni.

II
Una particella relativistica di massa propria rno si trova inizialmente ferma nell'origine
e si muove sotto I'azione di una forza costante F forza diretta come I'asse delk: x
e positiva. Una seconda particelle di massa propria Mo , Mo - 2mo , si trova
inizialmente ferma nel punto dell'asse x di ascissa L > O e si muove sotto I'azi<-rttt:
di una îorza -F diretta sempre come I'asse delle.x, ma opposta alla precedentc.
Tlovare il tempo î nel quale le due particelle si incontrano e dire in quale punto
cio'awiene.

Nota bene. Ricordo cne ! drftr: úT7.



Meccanica Analitica e Relativistica. Esonero del
28.11 .2008

In un piano verticaie zr e' scelto un sistema di assi cartesiani di origine O
ed assi t, z corL r orízzontale e z verticale discendente. Chiamiamo r una retta
parallelaail'assedellerecheintersecal'assedellezinunpuntoincuiz:d>0.
In tale piano si muove un'asta pesante di estremi AB, omogenea, di lunghezza
L e massa M. ll punto D di tale asta, con AD : f,, e'obbligato a scorrere
senza attrito lungo una guida rettilinea coincidente con I'asse delle r. Oltre alla
forza peso agiscono sull'asta due forze attive Fa ed Fp: Ee: -kHA,k > 0

. ove H e'IaproiezioneortogonalediAsullaretta r,e Eo- -kOD,k >0 'ì. Scegliamo come coordinate lagrangiane atte ad individuare la generica po-
sizione del sistema I'ascissa r del punto D e I'angolo 0 che EA forma con I'asse
z.

1) Scrivere la lagrangiana del sistema e Ie equazioni del moto.
2) î'ovare le posizioni di equilibrio e discuterne il numero e la stabilita' al

variare did> L4.

3) In questa domanda poniamo ,k : 0. Scrivere due integrali primi dei moto
e discuterne l'eventuale significato fisico.

/1- t*r l+
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Meccanica Analitica e Relativistica. Esonero del
30.1.2009

1

Sia dato un sistema descritto dalle due variabili lagrangiane ó e 0, ambedue
angoli e quindi definite tra 0 e 2zr. L'energia cinetica del sistema sia:

r:leOr+r,2_ 26à1,2'
e I'energia potenziale:

Y: -(cosd + Scos $cos0 * Ssin/sin0).

Scegliere una posizione di equilibrio stabile e determinare Ie frequenze delle
piccole oscillazioni attorno di essa.

2

Data la trasformazione (q,p) --+ (Q,P):

a:(P\1/4 P-_-q,o2(L\o.' '2q' '2q'

trovare il vaÌore di o per cui essa e' canonica. Per tale valore trovare la funzione
generatrice F(q,Q).

3
Individuiamo un evento nello spazio-tempo come E(ct,r,A,z) ove r.y1z sono ie
tre coordinate spaziali, ú quella temporale e c la velocita' della luce. Scegliamo
unita' di misura per cui c:1.

a) Dati i due eventiz E1 : (1,2,0,1) , Ez: (6,o,a,a), ove o C IR, trovare
i valori di a per i quali esiste un sistema di riferimento nel quale i due eventi
sono contemporanei.

b) Dati i due eventi E1 : (L,2,2,2), Ez: (6,4,4,4), consideriamo un sis-
tema di riferimento che si muove rispetto al primo di moto traslatorio uniforme



con una velocitat'u (non necessariamente diretta come l'asse delle x). TYovare la
velocita' di tale sistema di riferimento necessaria affi.nche'i due eventi awengono
nello stesso posto. Inoltre in questo sistema di riferimento trovare I'intervallo
temporale fra i due eventi.

4
Due astronauti al tempo ú : 0 si trovano ambedue sulltasse r I'uno nel punto
con ascissa (-") " I'aitro con ascissa (c), ove c e' la velocita' della luce. II primo
si muove verso I'origine con velocita' u : 3, arriva nell'origine e li' si ferma.
Il secondo si muove con velocita'u: _ 3, arriva nell'origine e li'si ferma. Gli
astronauti avevano portato a bordo due orologi, al tempo f : 0 sincronizzati. Li
confrontano quando ambedue sono fermi nell'origine. Un orologio e' in ritardo
rispetto ali'altro, e se si'di quanto?

b

Una particella relativistica di massa propria rn si muove lungo I'asse delìe z sotto
Itazione una forza f. diretta come quest'asse: F:,4sin(oú), ove,4,ar sono due
costanti positive. Al tempo ú : 0la velocita'della particella e'tr(O) : !.
tovare Ia velocita' della particella a ú : 1; inoltre trovare la velocita' massima
che la particella raggiunge durante il suo moto.

6
Due particelle relativistiche di massa propria M ciascuna hanno velocita' la
prima V : í e la seconda V : -i. Si scontrano e dal loro urto escono
due particelle, la prima di massa propria m ,la seconda di massa propria 2m.
Ttovare il valore di rn per il quale Ia prima particella sia ferma.
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Meccanica Analitica e Relativ-istica. 9,2,2009

1_

In un piano orizzontale zr e' scelto un sistema di assi cartesiani di origine O ed
assi r, y. In taie piano si muove un'asta di estremi AB, omogenea e di massa
luI , con il punto A obbligato a scorrere senza attrito lungo una guida rettilinea
coincidente con I'asse deile y. L'estremo B dell'asta e' soggetto alla'forza attiva
F: -kDB,k ) 0 ove D e'il punto di coordinate D: (a,0)'a > 0.

Scegliamo come coordinate lagrangiane atte ad individuare la generica po-
sizione del sistema I'ordinata g del purito A e I'angolo d che I'asta AB forma
con Ìtasse o. I

1) Scrivere la lagrangiana del sistema e le equazioni del moto'
2) Trovare le posizioni di equilibrio e discuterne il numero e la stabilita' al

variare di a.
3) In qqesta domanda poniarào L:2,N1 : I,a: L,k : I e, scelta una

posizione d.i equilibrio stabile, determinare ie frequenze delle piccole oscillàzioni
attorno ad essa. 

t

N.B. Si osseli che il piano e' orizzontale e quindi la forza peso e' ininfluente
sul moto.

2

Una particella relativistica di mas'sa proprià rn, inizialmente ha una velocita'
u(0) : -! diretia cbme I'asse delie x ed e'soggetta ad una forza costante
F > 0 diretta anche essa come I'asse delle x. Tlovare dopo quanto tempo Ú1 la
particella si arresta e dopo quanto bempo tz u(t2) : ; .

g
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Meccanica Analitica e

t_

In un piano verticale e' posto un sistema di assi cartesiani Orz con asse iD

orizzontale ed asse z lungo la velticale discendente. In tale piano si lnuove
un'asta omogenea pesante AB, di lunghezza .L e massa nt.. L'estretno A dell'asta
e' obbligato a scon'ere senza attrito lungo utta guida coincidente con I'asse z.
L'asta e'soggetta, oltre che alla forza peso, iì due altre forze attive Fa ed Fc:
Fa: -kOA,È ) 0, Fc: *kHG,À; > 0, ove G e'il pttnto dimezzofr-a Ae B
ed 11 e' la proiezione ortogonale di G sull'asse delle c.

Scegliamo come varitrbili lagrangiane aLte ad individuale Ia genericil po-
sizione del sistema la quota z di A e I'angolo d che I'asta AB folma con la
verticale discendeute.

1) Scrivere Ia funzioue di Lagrauge clel sistema e le ecluazioui del tnoto.
2) Ti'ovale le posizioni di equilibrio del sisteura e discutelne truureLo e sta-

bilita' al vat'iare del parametro À: W.
3) Posta in questa dornanda g : nt,: L:1,k : 4, trovare le frequenze

proprie delle piccole oscillazioni.

2

Ti'e particelle relativistiche, ciascuna di rnassa propria nL1 : lvn, lrL2 : rn1
'rrLJ:171, e velocita' -;, ;, f rispettivamente, si scontrano simultaneamente e
danno origine ad una particella di rnassa propria M. Determinar-e M.

v
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Meccanica Analitica e Relativistica. 9.7.2009

1

In un piano verticale zr e' scelto un sistema di assi cartesiani cli origine O ecl

assi o, z eoî z lungo Ia u"'titut" discendente' In tale piano si nuove un'a'sta

pesante di estrenri AB, omogenea e-di massa 'VI e lunghezza 'L' con il punto

A obbligat'o & scorrere '"*oitt'ito lungo una guida rettilinea coincidente con

l,asse delÌe r. AIIa ".tr"JilJ f uiio"oUriu all'a.Jta un punto ruaterizr'le di massa

m: NL II sistema e, soggetto alla forza attiva del pesó 
".1 

a due forze ela'ctiche:

Ft : -tîOq1.> 0 . 4;': : i'in'u) 0 ove H'' tu proiezione ortogonale di

B sull'asse(-/-+ )(
Scegliano come coorclinate lagrangiane lite ad individuare Ia generica po'

sizione der sisrema l,J;;;;i?,r",i, A e I'angoro d che |asra AB forma con

I'a.gse z.
1) Scrivere la Iagrangiana clel sistema e..le equazioni del moto'

2) Tlovare l. p"'i'i;:;;ì;'*'il; e discuterne il mrmero e l* stabilita' al

uu.ií"aiÀ=#.
3) In clresta douranda poniamo L 

= 
l'M, 

= 
n' -- !'9 -- !'k = 5 e' scelta una

posizione cli equilibrio "ìi1", 
ìt*rminare Ie frequenze delle piccoie oscilla'zioni

attorno ad essa.

,
Unapa,r'ticellarelativisticadinrassapropriarn'inizialrnentehaunavelocita'
u(0) : ! ciiretta ..*o ii""r.ielle x ei e' ìoggetta acl 'na fotza F = 16ft5r r ove

o, ó sono clue costa^nti o*ì'*"' diretta 1t"t'1 """ come I'asse delle x' 'Tlovare il

u.loru u ctú tende la velocita' quanclo t + oo'

l.Ì
t+A

g



Meccanica Analitica e Relativistica. 17.9.2009

1

In un piarro verticale zr e, sceÌto un sisterna cli assi cat.tesiarri cli origirre O ecl

;ti;,; con z lungo Ia verticale discenclente' In tale piano si muove-un corpo

omogeneo pesante al *ur.o.À4 <li forma quadrata A,B,C,D' di lato tr ; in tale

corpoiver'tlci.4.Csonovincolatiascorreresenzaattritolurrgol'assedellez,i
punti A' B hanno n""'" ' *ttg*tore di quelladei punti C' D (cioe' za <' z6) ed

inoltre A e D sono gli "rtr"*iai u.a cliagonale det qua4rato ( vedi figrua)' Nel

pi"". ,. ri muove orr"rr" *r,*tu di estreÀi DP, oruogenea, pesa*te e di rnassa

Il,I elunghezza ,L. il ,i,te*o e'soggetto alla forza attiva deì peso ecl a dne forze

"rr"ìi"rr"] Fr: -l}leoÀ't' ' 0""-ft - -kHP'h > 0 ove 'I1 e'la proiezione

ortogonale c{i P sull'asse o'
Scegliamocomecoordinatelagr_a'rrgianeatteaclindividuarelagenericapo.

sizione del sistema L q.rrotu z del lutrto A e I'angolo 0 che I'asta DP forma con

I'asse z.- i; Scrirr"re la lagrangiana clel sistenra e."ie equaziorú del nroto'

2) ,Ilovare ie posizioni di equilibrio e discutàrne iI 'ur*ero e la stabilita' al

varia,re ai À: #.*tl;qrr""tJ-,lo,,tuncla 
poniamo L: !'-M..: l'k: L'9 : I e' scelta una

posizione cli ecluilibrio;;;i., cleterminare le frequenze delle piccole oscillazioni

attorrro ad essa.

N.B. Osservare che il coefficiente elastico clella forza applicata in A e' 10

volte superiore a quello deller forzil applicata in P'

,,

Sirisolvailseguenteproblemanel]'ambitodellarelativita'ristretta"
Due astronavi si muovonÓ lungo l'asse c' Ambedue partono contemporanea-

menbe dall'origiue. La prima si muove con velocita' ; p"t, :" tempo 2?' poi

inverteilnrotoetornanell'origilrecorrvelocita'-ied'ivisifer'ma.Lasecorrda
si muove con velocita' ;-p"t tt"'t""tpo 'l', poi irrverfe ii moto e torna riell'origine

con velocita' -f ect ivi'.i f"r*u' I due astronaltti avevauo portato a bordo rur

àrologio ci^scuri. u'a volt* aurbetl*e nell'origine li co*fro'tano: chi ha segnato

meuo temPo e cli quanto?

É)"*
'f

61 ^.':-ú-
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Meccanica Analitica e Relativistica. Esonero del
18.r1.2009

Irr un piano verticale a"e'scelto un sisteura cli assi cartesiani di origine o ed

assi $, z con z orizzontale. In tale pizyro si muove di moto traslatorio rrn disco
rigiclo cli rnasser ,1,1, rerggio r? e centro C vincolato à scorlere senza attrito lungo
l,asse clelle r. Nello stesso piano si muove una asta rigicla pesante ,48 dr rnassa

m: LI e lunghezza tr : 8-R" L'estrerno A e' obbligato a scollere senza attrito
lungo la circonfererua esterna clel disco, mentre iì punto D clell'asta che dista
R da A e, obbigato a scorrere senza attrito h:ngo I'asse delie r. I1 sistema e'
soggetto a tre forze attive: la forza peso e Ie due forze elastiche 4r : -lrOC,
Ez : -kH A, k ) 0, ove con .FJ indichia,nro ìa proiezione ortogonale del punto
A sull'asse delle r.

Scegliamo corre coordinate lagrzr,rrgiane atte ad individuare la generica po-
sizitrne <lel sisteura I'ascissa r clel punto C e l'angolo 0 cÌne CA f<rrura con l'asse
clelle r.

1) Scrivere la lagrangiana clel sisterna e ie equazioni del moto'
2) Tt'ovare Ie posizioni di equililrrio e discuterne il numero e ìa stabilita'"
3) In questa domanda poniamo A, : 0. scrivere due integrali primi del moto

e discuterne I'eventuale signiflcato fisico.

N.B. Osserva,re che la distixrza CA e' la stessa cli AD. A
/\rtt / {
l/t
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Meccanica Analitica e Relativistica. Esonero del
22.r.2010

1

sia dato un sistema descritto dalle due variabili lagrangiane r I a, ambedue
variabili cartesiane definite tra -oo e m. L'energia cinetica del sistema sia:

r : |llz + a\ù2+ (J + r21g2 + ztE1,

e I'energia potenziale:

(J:e-"(r +l)2+ (a-\r.
Scegliere una posizione di equilibrio stabile e determinare le fi'equenze delle

piccole oscillazioni attor.no ad essa.

2

Data ìa trasformazione (q,p) - (Q,P):

a:(#)P , P:-(Jq'p')p,óq'

trovare il valore di B per cui essa e'canonica. Per tale valore trovare la funzione
generatrice F(q,Q).

3

Individuiamo un evento nello spazio-tempo come .E(cú, t,U, z) ove rr y, z sono le
tre coordinate spaziali, ú quella temporale e c la velocita' delia luce. Scegliano
uuita' di misura nella quale c:1.

a) Dati i due eventi Er - (0,2,0, I) , Ez: (b,2,a,o), ove a € IR,, trovare
i valori di o per i quali esiste un sistema di riferimento nel quale i due eventi
sono conbcntltolanei.

b) Dati i due eve'ti E1 : (-1,1,1,1), E2: (6,4,4,4), consideriamo un sis-
tema di riferimento che si muove rispetto al primo di moto braslatorio uniforme



\

Meccanica Analitica e Relativistica. 7.2.2010

1

In un piano verticale zr e'scelto un sistema di assi ca.r'tesiani ortogonali (O,r,z)
di origine O ed asse verticale discendente a. In tale piano si muove un'asta di
estremi AB, ornogenea, pesante, di massa Ù/ e lunghezza L. Sia D il punto di
tale asta che dista f dal'estremo A. D e'obbligato a scorrere senza attrito
lungo una guida rettilinea coincidente con l'asse clelle z. L'asta e' soggetta oltre
alla forza peso a due forze attive: F'1 : -kOD,k > 0, L2 - -kHA,k > 0 ove
H e'la proiezione ortogonale da A sulla retta parallela all'asse delle c e passate
per il punto (0,2L) (vedi figrua)" Scegliamo come coorclinate lagrangiane atte
ad individua,r'e la generica posizione del sistema la quota e clel punto D e I'angolo
0 che I'asta AB fotma con I'asse z.

1) Scrivere la lagrangiana clel sistema e le equaaioni del moto. 8
2) Tl'ovare le posizioni di equilibrio e discuterne il numero e la stabilita'. 4 A
3) In questa clomancla poniamo L : 6,IuI : t,g : 1,k : 10 e, scelta u4a f

posizione cli equilibrio stabile, deter:ninare le frequenze delle piccole oscillaziorú '&

attorno ad essa.

Una particella relativistica di massa propria m, inizialmente ha una velocita'
u(0) : -! diretta come l'asse clelle x ed e' soggetta ad una forza p - 4sGat), A, a )
0 diretta anche essa come l'asse delle x. Trovare il valore dellel veiocita' per
l+co"
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It4eccanica Analitica e Relativistica. Esonero del
I2.I.20L1 Compito B

Irr un piarro vertictrle a- e' scelto un sisterna di a-ssi cartesiarri di origine O
erl a-ssi î,z corr r <:rízzor:rt,aLe e z verticale cliscendelte. In tale pi:lrto si 1lrìlove
cii noto traslatorio urr auello circolare rigido cli lnÍìssa î7ò, raggio ,R e celtro
C vincolato è scoil.ere senza ai;trito lungo u1 a,sse parallel.o zt <1uelìo delle z e
pa"ssante per.il punto D cli coordinate (0,3R). Nel piano velticale si mucwe
anclre un'asta pesante rigida omogeirea cli massa ,4/1 e h'urghezza f' : fl, i ctii
estremi A, B sono r.'incolati a scorret'e .senza attrito lgngo l'a,nello. Il sistema e'
soggetto a tre forze attive: la forza peso e le due forzc elastiche 4r : -kDC,
F',, : *kIlG, k > 0. o\re con G indichiamo il punto [iediano della asta ed // la
proiezi<ine ortogorrale del purrto G srill'i:"sse tlelle :r.

S<:eglizr,mo come coordinate lngralgiane atte ad irxlividua,re la gerrerica po-
sizione <lel sisteura l'ascissa r del punto C e I'ixrgokr 0 ctte CG folmtl con I'asse
dclle z.

1) Scrivele la. iagrangiana del sisterna e le equazioni cìeì moto.
2) Trovar.e ìe posizioni di equilibrio e discuterne ii nurnelo e la stabiiita' al

rariare clel parametlo ff.
3) In cluesta domandi poniarno nt - 7,M : 8,g : L,l; :3. R : 1' Scolta

una posizione cli eclrilibrio stablle, calcolare le frequenze tlellc piccole oscillazioni
attorrrc atl ess:r.
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