EQUAZIONE UNIDIMENSIONALE
DELLE ONDE

In ruesto capiiole vogliarmo studiere un modeile con wwmero infinisa
di gradi di liberta' & mastrare come lo =1 possa affroncase con 1 metodi la-
grangiani precédenlemente introdotii. Stodisrems Fimportante equazione
celle ande; o esarminercmo nzl ceso unidimansionals ove viene detty anche
delle eorda sibronte. Tl modelio fisico o' di orande interesea & @ & riferizos
a sistemni molio femigliaed {come vedremo), Tnolire | risuleati cha otterseme
serenna utili per ghi scudi i plterior modelli pin’ sofisticeri nelle cosidetta
"Leoria dai campi.

Il modelln finale aggetto del nestro stodio zara’ malto schematicn fan-
cha 5o assal vealistica); neff sompparagralevosliamo evidanzinee le appressi-
roEzicnt incendobis,

1. Filo elastico, energia di deformazione, pie-

coli moti trasversali

i considert un Lteallo 4 bl AB, omogenso, perfettamente dessibile o
per fetlomends elasiton, di lunghezza notvrale {,. Pansieme Pestremo A
fzzaro ed applichiame all'siremo B ovos forza 2i trazione praduslments
creseanta da zero fing ad an valors fnels + che @ conserva pol stezicnaric.
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T Ala crova assetlo in us hen determinato stata rectilines di equilineio
C econ lenghezza ! (> 1] dipendente dalla trazione -

=) 11.1]

clire che dells lunghezza nzcurale [, dalle dismensioni srasverse del Bin “
della sun neture materiale

Durante ln ceformazions, o trazinne, graduslmente crescente il zarg o
Ty pompie gn levera positive L Zette lgvors df de formasione.

La perfetta elasticita’ del filo smplice, per definizione, la reversibiliza’
cel fenumeno: ditmnuende gradualmente fina a zero la tragione esErcibaby
sulle estremita’ B 11 flo torna fina alla lunghezza naturale |, restituends
queste fase di dpristine Lutto i lavore T che peso avewna ricevita dierente la
tose di deformazions. Cio' induce & postulore cha tuste il lavero L RsEZI T
sul dlo durante la fase di deformazione sis andeto ad accumulerst in eass
sotto forma di une energio potensiale elnsticn 7, dipendente unicemente
dallo steen df deformazione 2ol fla. ;

Nan ci presccupiame di entrzre nel detlaghn di come sia fatta la o nella
(1.1}, ne’ della ospressione che =i potrehbe dedurre wper U7, ma consicder-
amo il filn nel precadente detio stato di squilisria sertilines forzate &0Llo
le traricne 7 ed Immeginiams e per efetto 4 una verizzions infinitasima
(algebrica) £ oi questa trazione i flo subises una nuove deformazions in.
fnitesima. La lungheaza del filo subira’ una variaziona {aleebrical £ ed in
corrispondenza la trazione compira’ on lavoro infinitasime che a meno o
tnfinitesimi di urdine superiore saza’ data da + &6 essendo + ln Lensiona -
iziale [cioe’ la tensione unions del filo nells state i cquilibrio forsato .
La stessa quantita’ misura evidentemente |'aumenta algebrico dell'enersia
potenzisle del file durance la deformazions infinitesima: 600 = ¢ 8 Se con-
venzionalmente §8 assume ureale a zoro Venergiz potenziale del flo nailo
szato di equilisrio foreato C la formuis precedence & pus’ semolisemente
serivedasg

LFRESTE W 1) {7.9%

Lar formada {1.2] fornizee un mezzo maolto szmplics per caloalare I'energin
proienziale 4 un file neghi statl infinitamente prossimi allo stato i equilbric
forsato C.
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Estrapolanco i risultati srecedenti anche 2 sandizion dizsmiche, o
ammetteremnn che la formula (1.2) fornisce Fenersia potenziale elasticn del
Ale czniqualvelta esso sl trovi, in condizioni statiche o dimamiche, in una
configurazione O, anche non tectilinea, nfinitumente prassima alla con-
dizlone i equilibrio farzata O [Sotlalinen che quanda & dica che la ron-
figuragione C' &' infinitamente prossima a O, 2on € istendn saltante che
8 linex grometrion O o infndamente prossima alla (inea gecnetrien O,
mEe 5i wuale incendere che agm punte Fiswoo di O ¢ infinitamente vieing
ala pesiziona che esso aceups in (),

Abbieme svolta wna prima approssmazione sulla ehargie notenziole O
Verbamo ora sltze approssimazion sulle stato dizamics del fila.

Consideriamo un trazzo di flo elastico omogeneo tesa e due sstremi
Hezi A e B, in state di equilibric, Introduciamo ubi LCOA cArtesiane Trisel-
tengils sys oon asse » swrepposta ed equiorientate alla rettn AR od
erigine in A Supponiamo che per effetto di gna pErturbazione iniziale
{spnatamenta del filo dalla posizione ¢ equilirio ed eventual=iente velncits'
imiziall impresse &l seoi pueci) il filo incomin & muoversi Trartandosi &
un sistema continug unidimensionele il 4o mota vizulicrs' dezeritio da ope
eguazioni del sipo:

w=gizt 1), e ole®, 6 o 2zt 0 (1.3}

. &

dove la variahile +*, ascisza del zenericn punta del file nella posizione di
equilibrie, basta da sols ad individuare un punto fgico del flo scesan, (Tele
mani=ra i deserivers un sistems continuo viene deta “lagrangiana”],

Furerme sul mote le ssguensi ipotesi serplificacive:

i] Infinitesimalita’ fisica del mato.

Con tale ipotesi si suole intenders che per tutta la durata del moto Iz
eondigurazione del filo 5 mantene pros&imd n distanzo od in forma ella
configurazions Ji equilibrio. Py’ precizumente cia' significe imporce alle
funzioni (1.3} la sepuenti limitasioni:
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e vezendn un valore numerco prafissate, [Odsnrviamn che le condizion:
11.4) da zole assicurang soltanto cha la configurezions del file s mantene
prossima ells. configurazions di equilbrio in disionza. To- eEsicyzare la
vicinenza anche i forma 3 richiede Pagziunta delle condiziond | Lo}

i) Mota piana,

Ammettizna che 11 moto delle corda gvolga tutto in un piane (o
puzmante per Is roite AR, e i soeglie tale piano coincidante con quells Ty
5 gyre’; -

ity =0 1.6

§ill Trasversalita’ dal moto

Con questa Ipotesi &l vosle intenders che cEnl punto B odella corda =i
mEee SUL una reite +(FL) perpondicolire allssse e passate per [ po-
sizione P, occupata da P onalla pasizione di equilibria. In consezuenza di
cie', benute vonto della ipotesi del mata piena, il mato sestera’ deseritio
dall'unica equazione ¢ = wi=* 1) la akee due eonrdinata restendo costanti:
#3x" , 2 =0. In conclusione, scrivendo T in luoga di 2*, il mota potra’
eRsere dessritio da

o=l b, (1.7}

Usando lipotesi deila trasversalicn' del tptey o inotest di indip)tes-
malita” del moto & ciducann »

il A, _
l%-:s. l—"|r:_r.. (1.8

i i o
A gueste condizioni si devona eorivngere naturalmente fe condiziani
vincolari che traducomo mmohilica” diegl: estremi A e B della corda, Essa
diventana;

k=l =0, g=yil =0 (1.9)

Da esme 2 dédyce cnviamence
g (]
[l 1 = PR - .1 II:I
PR u B == i LAl
] "o
reluzioni che esprimono I'aniullarsi identico delle veloeica’ i A oed in B
U eoremmenta sulle tre apsunziom fatte. Li seconda wrpuivale wl una
scelta dei dati iniziali conteruti in wn piano, mentse la peisa o la cerze samo



Riw’ profonde: vuol dive che nen seitanes § datt inmisli sone pleonli, me
che anche nelle squeziont che descrivany | evaluzione traseoriame termini
di crdine superiore, X' un problems analego a quells che abbiamo ga’
ineotbrito nelle " piccole assillazioni®™, Comes tllore, alla fine per coprenza
dobbizma vedere che Je equazioni ofienue evolvans Bucnt daci iniziali in
buoni dat: evoluti. Nelle piccas czeillagione QuUestl proprista’ era essicurpta
st pvevamo sviluppeto I picesll meti atiormo ad un pento di equilibrio
stabile. O nel saguibo vedremo che le equezicn; della "sorda vibeanie
HEpEtiersnng quests propeista’ Tarneremo brevermente 4 quasin [runta,

2. Equazione differenziale del moto

All'istante generica ¢ la configurazione della corda & fomnite dalla A ziane

= ylz, £ Trettandng di voa configurazione maol prossimp a qualia df
-F'I|1.:II.|I.|}T.|.EI. la fua energin potenziale 0oooeezlio o diferenza fro le sua
energla potenziale attuale @ Fanergio potenziale dello stato di euilibrin)
sl putra’ approssivemante valutare mediante i 11.3) nelle quale dobbismo
2ol caleolare 81, cioe’ la diferensa fra le unghezza attuule ! della corda
e la sun lunghezza |, nello statn di énuilibria. Considersmo un trotto
infinitesimo di flo Ja cui lonehema arteale vele

ds = 4/ [d=)® + idy )T, {21}
ci!
| dy
fe=gr )l = : 1.4
i *.r Lrw I !
Tenute conto della infnitesimalte’ & g—; asEunts vome ipotes, svilup.

panda in serie le formula precedente e trascuranda 1 termini di ordine supe-
ricre. =i Ha
T ol
da = dr + —lr—" L 23]
Aot gt

La lunghezza dello stazza Lra lI1C I'||-'||-'“\ stata i equilibrio wic dz. T

f{ﬂllm' {2.4)

e de:tu da
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da cul, nella approssismasione seelta.

| -
ST S L - T S
iy = Hj iy l—"-ll"-iﬂ'_?: . [£.3)
1]
Melle stesso istanss ¢ al dlo compeie enercia cinctica

; } £ A
Tiy]:ﬁu'l; Pl:f?_f

ove fi & 1 dansita’ Lnsave del flo. supporrame che, nelle asprossimazioni

Pz (2.4)

arsunte, anche g, come g’ 7, sin indipendante da .

Siamen guindi in grado di zerivers la lagrangiana del nostro sistema
fenergin cinetica meno cnocgia polenziplat

| -
L= 5 [ 05 (B (2.1

Come & naturale trattandosi di un ststama continuo ( & quindi ad infiniti
wridi di liberta’] Ja Lagrangiana non o piv’ una Smziene & un iramere
finito di eoardinate lagrangiane e delle loro desivate temporali, ma &' un
funztonole della funzione Wi, £

Per ricevere Je leggl g noto deila corda ci warrema del principia
Eamillon £ L|'1'L_‘ Lot = 0, la el velidiza® i puo’ ragionevelments estenders
anche @ sistemi continui. Imporrema péctanto che syesista e cendizinns
verinzionale

|
.

Bl A & .
Eﬂ=r'7)4r ||II _;;:gﬂu —ff%]‘?ﬁ a2t =0} (28
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i eorrispondenza a variaziont achitrarie della funzione ylE, i) snggetta il
annillarsi ed ogni = azli estremi tempaoral:

Ayt dal =0 L fyfz) =10 (2.9
e oer ogni foapli escrend dellz corda
=0, &iltl=10 (210}

[l principio variszicnale {2.8) si esslicita in stretta analogia g qualio che
abbiamo fucto ne! Cunb. Siserive anzitoe, come & avim,

Bt By didy)  dwdiE) .
1= el it JRA. (1517 L iz
Gh {, "r HE S s g =y (%11)




Mediante due jnregrazion: por parih. una eul primo termine ed una el

EeEnnGo, & obtene
| 4] pl a -
. - T B 8y &y
A= | ey gr [ gyt T N e S (ST
s s 7 '5'1f|1, a g i S I|'II:|.J.| ETE ﬂizjrz..l:l: at = ()

o o

(2123

I primi due terming sono nuili 8 causa dells ccndizioni (2.0} e [2.10),

Tenuto conca dell'srbitrariota’ o A g% ticavs, come equazions f Bulern
assnciata al princinio veriprionale,

=1 1
a d=y
g T E G ‘n
RRrE Tl =N (13
Frasta
=y f r3I4)
lIL' M

ezsn pun’ serivers

&y Py L
#F T g o T

E' guesta Veguezioe dif feranziole daliy corde tilronie, cluamera
oy, juk 3 s s T " I 3 ¥ A4 . 4
Ao ofuarione unldimensionale defle onde o cquazione #d Alembors,
Ezsa oppertiens alla classe delle cusidette anuazioni differenziali i tipo
perbulico, classe specificamente ronnessa con | fenomeni idi propagaziane.
Inoltre ezza ¢ linears.
Per lo studio dei pieeol ot 4 uns rorda elastica con estremi fiss
Pequazione (2.13) ve complezata con le condizioni al contorne f1.81

Craservaziakl

1) La validita® de)
di uae corda elastica con estremd fss me permane . purche' fo stodo
1 squeilbris allorno a eul 51 svolge # mote sie stobile, anche in alt-e

CEquaniene indsfinita (216} non o' Hmitala gl caen

eondizioni come ad ezzmpio nel cazo i una corda omEgensa rerhilinea pro-
unganlesi ell'infimta da un od entracnbe le pasti,

2] Le conziderazioni precedenti s possona estasiders, con gualehe adal.
tamenta. ul caso in cul p e anzche’ eostant siann fungioni & ¢ [corda non
amegenca 2 tansicne ton untforme); equezicone indefinica diviene allora

bp . Oy, i
i

i
-
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Il vaso di tensiong non uniforese o '-'E]']."-'.l‘_"'.l‘.j'u.'&r PRETLNG, I 1R Tratio di
filo pezante Azsate ad un essremo e lizeramente pensolantcs.

3} [ sistemi fgici modallizzati dalla equazions della corda vitrante s
incentranc nella vita di turi | giori: pensate ad woa chitarra, un vicling
o altki slumenti fugiceli comme 3 planoferte. E utile e malta significative
applicare fe considerazions dei prossio paragrad el fumiliere esempio della
chibarra.

3. Alcune proprieta’ dell’'equazione della corda
vibrante

i) Soveapponibilita! dei ot

Dal carattzre lincare ad omagenao della equazione [2.13) della corda
vibrante ¢ dalle condizioni 5] contarne seelte ssgue che la combinazione
lineers & due soluzioni (=, EhopelE bl wizt) = apy + bya, o b € B,
' Enenti une salirione. Questa proprieta’ viene chipmata mincipio di
sevrapposizione degh stati dinamici: cus divers seatl dinamic feioe' dus

infuenzarsd un alten,

ii} Integrale gensrale
Con un eambiamenco db vaciakili a-detarminante non nwllo

E=gp=ut | Yi=pdul 1.1
Vequazione (2,15} assume la brma
g

=0, i3.2]

e

2 ne trac che 2% o' una funzione arbitracie della sl £ e che eome

CONZRLUeNEn A2V assers

W= gif) = i) (5.2
e 2 W thgioni arbiteere dai vispettivi argomenti. Tornande alle prim.
ative verinhill 5 ha che cgmi sotuzione delle covde vibrante {2.13) non pun’
gssare che del bioe

BT, 1) = gz — vt) = Pz 4 1) [34)



& che pertanta Uintegrale penerale della (218Y senza riguarde alls cor-
dizien: al contocno, e data dalla formula precedetile con ¢ @ o fungioni or-
bitrarie. Naturalmente le condisioni al CONEOCNG gnpongon wne relizione
fra la ¢ £ la 4, ma non o soffermizme 3y quastn punka.
fii} Interpretazione di una soluzione del Lipo y = @iz — o)
Nel pleno rp nel quale 5 svelee il moto delly cords i consideri 3] dia-
gramme Jp della forzicne o', L= gl — vi) alltsipnte ¢ = 0-

fa 7 s @) [5G

-"U"i;. 1 IEF

- e wmr emm = ad

1] . - — — am W e -

Ezsa reppresentn la configurazione della cordy ellligtants inizale. 17
disgramma [, dells funzione y al menerien istane &

Lot pe=dlz—a) 13.4)
e da’ le eonfigurezione delia carda ellarante £ sl ottiens immediesamente
dal disgramma precedents ton un semplice treslasione di entita’ » nella
direpione positisva cell'assy . 5 pua” sencludere che le suocessive con fig-
wrazioni della corda in gne solueione del tipe {3.5] st ottengonn facends
prepagare rigidomente | configurazione niziale son velosity’ COSTANDE
v onella cirezione deli’aswe . Espimerzme i risuliate dicendo cha u=a
soluzione del tipe (3.6) sapprassats una ends rigida progressivag dotaca o
velncdtn’ di propogorions v,

[ medo eneloge siviconosce che 2ne solugicne del Lipo
Ve 4.7

von ¥ qualungue, raporesenta une enda traslente com welocita' @ =ella di-
rezione negativa deli’asse o {ovda rigide rervograda b

E' ¢hiaro eke ne’ una ondz progressive ne ung retrogirivda sono compeasi-
bili izolatemente, con le condiziont al coatarnn (L.2). Una onda progressiva

1



lo retrogradu) e Svece prssibile In dna carda infinitamente estess Oo o
tretmln i lati.

Comungue sncke in una corda di lunghezza finica, soggetta o candizion;
al bordi, ogni moto riszle esere la sourepposizions di die conve-iens
onde rigide, une progressiva ed una retrograda,

Le considerazioni qut fatts smetzome Mevidenza Lo carattere tipien det
moba andeest il coraliere Prupegaterin, La prepagasiona delle pariur-
bazioni provacare in un punte o in une regione della carda ha lucsga, nell'uza
e nell’alira direzicne, con unz velocit v cke dipende dalla narura faimg Ty
& dalle condizioni {7} della rorda in eseme, ma non dalla forma e dalla en-
tita' della perturbazione stesa (S5 noti che fuesta ciructeristica dipende
della linzarite” dell'eguazicne ¢ =i perde quande i lenomeni nonlinear di-
vEntana relevanti com, per 2semplo, velle onde anomale dai RisTemaorni },

Ealste anche un altro aspetno bpice del moto ondese che finn ad ara non
&' risultato in evidenza: V'neperso aecilietoric, che sare’ ogeetio del mostro
studio ne: prossisg paragriio,

4. Corda con estremi fissj

Soluzioni semplici

Come gia detto, anche nel casn & estrern: 58] potrafime soudiare i
sroblema partendo dalls soluziona generle yiz, ¢] = ofx —nf) £ yifz 4 ut},
tmponenda i dati inzziali e e condizioni al GONROrO, ma quesio metnde non
melie bene in evidenze il caruttere aascitlatorio del moto, Sezuirama un
altro metoda di fregquents applicazione in melt camyps delle fisics Lerica
Seruirerno una strada aneloge o guells perearsa pells piecale oszillaziond:
prima cerchiame soluzioni partizalarg, pei sfutiande Ly lnearitg' del preb-
lemmi costruirerno una soluzione generale oome soviappaozizione du rnuella
particaleri.

Riprendiame 'equazions daily corida vibrance, cha i TIECTiviama per
cornndita’ del Jettore:

#y 1 iy _
e R ey 4.1
iir? v! Gl b
¥=yltl=0, y=yll,t) =0 i4.2)



e cercliamo ge esistone solozian del bizac
i) = Gl Fin . (1.3]

ove G, P sono due funzioni da determinare, Luesta metodo =i chiama celly
saparazione Jdelle vasiahili
Sustitulama la {9.3) nelleguazione (4.0} Siniticne

vt Gx) FUE) = Glz) £t 1.4)

Vapice indivanda la derivesions rizspette allunice REGOITENGS o cul ogni
funzione dipende. T q'.Li:su,:-nrauf]G le veriahili {& cior' dividendo jrer
Gle Ee s ha
TR s
L8 E P (4.5
] T e L
Gzl Fit)
Al prime memben comphing une ungione cella solg =, rnenire ai seoohcdn
uzo funzione delle scla £ dovenda tlenlificarsi, esse non possonn che sssere
uguall &d une medssima costense . 5 ha peErtasio

FUsy —CF ) =0 (400

iy o ;
uﬁq_jwﬁ=n. (4.7)

Le condiztoni al contarne sscladeno che le sedtante O7 pos=a essere posi-
tivi o nulla. Tnfatti cve fosse © > 0 la sclusione generale daily (4.7) sarebhe

i ,
Giz) = ge™= % & o= 57 r4.5)

e l& vondizioni al contorns dasebhora

L |

A
=L

{Tl:'l:l_:l-:.'.l +h= | G =g v L b= = 1d.4]
Esse non patrebbers agsere snddisfatte ohe OlEtdn a = &= 0 e pn'

derebbe luogo ad una solusione hanele e hon sienificativa.  Altreszante
avvarcehbe per 2 =4,

soltanto i valori negativi zono dungue poasibili per Lpthe d'ora inpanz:
ndichersmo con —u?, Non smra’ guesta Fere’ | come vedremo, laosols
limitazicie cha le condiziani al contorng IDPOAgene B questa costanio

11



Le equazicni (€8} & /471 {seritte —o in luogn di £ ammettann riEmar.
Hvamente gli integrali gensrai

Fif) = @ cosuwd + b simwe [4.10%
Glz)l = coe =i + & sin x (4113
U (i

L'arbitraricte’ delle coszanti o, &, 2 o subisee una forle restrizione se =
impane che la funzione (430 rsnertt le condizioni al vontorme, A sosti-
tuzioni avvenute gueste jm DOTEDNG

e=l, dsn={=0 {4.12)

Escudendo per o il velore nullo, per evitare di caders nella soluzione
banele plz,t) = 0, la 14100 impone che la quantitg 20 sig un muitiploe
intero i w;quindi per la costante w sono dunque concessi soltento | valori

T

Ly = ‘I!—

Conglobandn in costants d in g e b ogni soluzione non banale delle

oy n=40203000) {

s

Ld)

(410, (4.2) a veriahili se|srate £ glel tipa

U T L
¥l f) = sin —r | gy cos ','—1 — by sl ——1 | [41.14]
I L &

LOT @y & Dy rostanld arbifears,
Dalla {4.14) appece che s n-esima soluziane a variabili separale = una
N 4
eombinezinge lneare dalla due soluzion pErEinlari

T naY, e TR T Ty
EIN — . zn: =%, S0 <-x s = [4.13)
k -

ane chiamerama sofusoni seviplicD di lndice n. Al variare di » el insieme
el Sumeri positivi 2 ottiene o duplics infinita’ mumerabile i tal soluziont,
tutte -z loro Bnearmente indipendanti.

Esame di una generica saluzioni semplice
Constderiama il mote di une corda elasticn enrrispondents ad uns saluzione
samplice, per esemmnio

by nay :
5in TJ:I: IL:I'_)E.“#.'. [4.165)

L



Un tele moto s suol chiamare anche onde stazionariz, i parche’ 5
vedra' da guanto segue.

In esso tutti i penti della corda st muovone 2i moto armonico son feen
mune freguenze
n
al

{frequenza defi’ondaf, ot in fase, ma ron ampiezze diversa per i varil

5
I.l'_l =

(4.17)

punti. Per quslcuno di assi e precisamente per gl no+ 1 punci ot ascieza

q ) - ]
g, 202 & -l (4.1)
S b hi e

quests amgiezza rsnlta aulle ed | ponki imangono fizsl (nadi detl’onda)i 1
punti ehe disezzanc gli intervalli suddetti hanno invece nmf..ie:z.et IASEima
[ wentri dellomlz),

Tre moment diversi 43 ung onda sagionatia

La ¢orde in ognt istante hocna conbguramione stimdsaidale 1 o pariode
spazinle

Ay = (4.14]

=R

ai chipmera’ funghezza dell’onda staziomaria, Tale lungherse d'onds &
legaty alla frequenza (417 dalla semplice relozione

Agly = [ I
La frequenza piu’ basza, quella dellondy stezionans di indics 1, &

|.l']= =.

- 221
A ] :

i chiama freguenzo o armanice fondameniols dollz corda. Te alirs

frequenze, multiple della fondamentale, costitnizrons le armanicie supeTiori.
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uando il mato sioriduce ad una semplice coda stazioneria Ia corda
emerts un suone puroe delle freqrenza corrigpondence. Come vedrenio fra
2aco, un moto gensrien & invece o sovrapposizione i un numere, Snito ad
infizita, di onde stazionasie con emissione simultanes di varie armoniche,
{ Abbiame perlate di suono anche se abbiamo solo atudieto |omori della
corda. To realta’ il suons non o aliro che un ropida mote cseillazosia di
compressione del mezzo. per psompio 'aria; o cords vibrandn altera Paria
che la cireonde © genera queste perturbasioni che noi perceniomo come
LR

Iti una soluzicne semplice risultz evidente un 2spettn che nen Rppariva
nella soluzione esazta (8.4} @ cioe' il carativre asciflatorio = periodics del
matn. B queste une degli aspecti cipicl che siame scliti associare ol concetrn
di ondis e che pertanto giustifica il aome di onda stazionasie duta al moto
stessc,

Viceverss uns soluzions seinolice ssmbea mancere, come Vepitetn "stazianara™
sattalinea, quell'altra aspetso Lipicn di wn movimento ondoso che & Uosnetto
prepagaconic. Mu in realtn’ guesta gsssnza pug’ essore soln apmarenie Ceto
che. come abblsme viste, ogni soluzions dell’aquazions celle ande & sem-
pre data dalle sevreppasizions 4 due cnde sigida pEOpegantisl in sens
oppasto. Del resto che cio’ sla vera anche pes gna onds stazionata si o’
riconoscere nel modo sezuence.

Si consideni [z sovrapposizione Jellonda rigida progressive sinusaidale

(S~ N -
Vi = S &l — = pf) [1.22}
o“ [
e dell'onda retragrada
1. 6w i s
= E L | Tl:'.: 4 ;-_lgll. - |:'1.2q,'l_.'

Basta sviluppars il seno della differenza nella prima espressions & della
somma nella seronda par rioonngeere che la sovrappogizions delle dee ande
dit’ lungo proprio ad una solezions sewplios

nw na

U=l =i =En T:l: g —1f (4240

L

Dieterminazione del moto corrispondends a detorminaci dati
infziali con I metoda dello sviluppo in serie di seluszioni semplic]

in



Il principio di sovrapposizions of assicora che la somma o un numers
finito od infimitn {purche’ canvergentey di onde staeionerie d Fequenza
civersa €' ancors un mots possibile per la corda. Vogliamo mostrare ohe
Per questa via si otbengono fatte lo soluzioni. Feremn o di on ImooTtante
strumenta matemetion, lo sviluppo in serie o Fouries, di cui daremo un
breve cenno nel parazrafo sucress sivo. & che verra' svolta g’ in dertiglic
nal corse A metodli,

Consideriame 1z corda vibranse fizsa Bt estrami e supponiins 2 ensoscere
la configurazions e l'atto di moto iniziali
r--'"

pie D) =hiz) , T]--—u = kiz] . 14.25%

i

=

Supporremno esplicitaments cha Bz} e Br) siane Monzion 72 oomsaki-
bili, naturalmente, con le condizions al contorno

MOl =MD =0 , KO =&ti=0, {4.261

Fosto formalmenta

e =
i PO - & &
atm] e Zf&x [0y —I!v-t fy, =in Ti,- ki I—.*.-* 1427

N

[#er3e i onde stazionarie) vwediemo come detertninare le costantd o, b, in
mado tale che la serie; alire a oosssiere 1 nacessari requisily i CONVETERNEE
& quindi soddisfere all'squarione della corda vibrente com s nmlmum al
contorno fisse sgli estremi, verifichi anche le cosdizion inizali [4.251. Dalls
{(1.27) & [4.25] & ha

_t

Z an S ---« = hiz) (4.2

=1

nanche'
T nTy,  onw _
iﬁh:n =2} Tpbe fner = ki)

-
[t
L
=]

-

D'aliza parte tanto &{x) quanta &{z), funzione nelbinceryvaiio 100
LT LT RV RO B LI S— —




i zali seni (vedi Drossime Pabagraiot

i — o

Rizi=%" 4, =n —r (4.3
et :
(L] T

Ty = z B, sn T.-': f4.311
Ml a

oon

(4.52)

-
£

==l S

S
i
)
[
a

Sk
q

o
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i
r—] 1

i e,
J( dx kiz) sin 2 (4.23)
1}

Segue allore che affinche’ 1 (4.28), [4.29) siano soddisfeste ncoorce e
basta {per 'unicita’ dello sviluppo in zarie g Faurier) seaplione la o, e e
b al modo segnente
{4.34)

= A, | by

I
|
I

A

Zostituitt questi velovi nelia (4.27) si conelude cha la soluzione corvigsor-
dende ai duii iniziali (4.25) ' dara dalla zevie

[ u)
. i ! nT e _
Wizt = ZM.. 5 =t 4+ —— B iy -le- Fin— (4.38)
i L {

n=1

cott 1 cosficient A, e B faeoit dalle 14,300 e (4,330,

La deduziona per ore ¢ fareiale, Sinche” nen i dirmostra che la serje
della {4.33) comverge & quindt cefinisor efettivamente um furzicne, Cie' of
vero @ lascio el trabiati piy’ apzrafonditi evll’arpoments 1a dimesirazione
chie Lale sene converge assieme alla serfe delle dervate prime @ saoonde in
+ &L, proprcta’ che pesicurano srattars delle soluzions CETCALA,

Caonservaziane della Energia o mantenimento della pieoolezma
del moto

i possizme domandare s P'equazione della corda vibvante mentiere
durante Vevolugione |n picealerzs dei dac iniziali, ¢ome agssunto allinizio

()
|



dell'avgomenta. La rispasts &' affecmasiva. Me diseutiame hrevemente
senzd entrare nel deflaghi, Vedinmo prime esistenza & un mbegrale prima
del mora, di grande intaresse per 5= sressn

Foiche” la Lagrangiane della cords wibranse non dipande esplinitamenta
dal tempo, Monergia totale si conser , i’

: ST T S, !
Thil +Llyl = 2 .'r]__T ll_:,—':_l' - [I;:T'.'I:"HI = E = postonis (4.35)
_-_Iu e [}

Naturalmenta questa cozstanee nel cempo =1 puo” enchs verficars diret-
Lumente, wiendo esplicitements le equazioni delly corda vibrancs.

Vediame ora la dimestrazicne che la pleenlvgea dat desi 8 mantiens nsl
remip. (Non necessarin per Pasame). Poiche’ Penergia o [ somemn di dus
quadrati, la ]:m:::clr,-zza db Eomplica le piccelezze & O, quind: la Prierolozzn
delle medis in 2 J4; 2 A=+ che o sun voita implica o piceolecze di 4 i poiche’
la corda he lunghezza ﬁmm v &' fissn od une estremize’. Un ramionamenca
unaloge & pue’ svolgere per mostrare Ja picenlegza in ogm punto .E
usande i fufeo che Peguaziane della rorda vibeasie o lizeare 2 quind: la
derivaca g‘:‘- soddisfa ells stessa equazione, 5 o' arrivare a =t me sulla
piocolezze i medly della dermata seconds Dialia parte «n ponto dells
corda in cui la derivata prima s piconli deve esistere, perche’ in madia of
piceola. 8 conelude che in g punco essa &' piccola, [Fine fion necessario
per i)

Catene di oscillatori armonicl ed altri maddelli

(Non neceszario per V'esams), Nalis storia della fisica ah blee visto che
ogni modello, anche quelli di rmaEior suecessn, ha ded lmiti 4 apolicesione.
iNetureimente cosi’ @ svvenito nel FAsEELin, menie sappiamo sul fooeen,
ancie g8 appare logion guppara che tale limitazions varra' enche in futura),
Divects sponteneo vercare le selazioni tra diversi modelli deputati o de-
srivere un fenomeno fisico. Accsnniamo hrevissiman: enke B Un esemoia
£ guest] interessanc problemi Immaginiame & ividers Hatarvalls 2ella
tetla dal punto di ascissy 0 2 quello di ascissa | in mtervalll ugeeli ed
ad ogni eatremite” di gquesti infervalling porce wn punko materiale di Masaa
m oche 53 mwove Mngo un asie peraleln a quells delle v 2 che interagisea
€00 I priml vielni tramite una forza elasties proporzionale & (i — _i_.-,_?‘,
L'Humiltoniana i quasto sisteme =i serve

Ik
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St pua’ mostrave che, mandandn @ — 0 & kE — oo quanda N — ae
in mede opportune, tale modelin “tende” alla eirde vibeente, Maggiori
precisezioni e dettazli possang essers visti sul liben di Gellavobti, citatn in
Bibliografis,

Pazsiamo pensare di costruire medell regioneviol che valpano senzp e
imitezioni di mnti siceali efo Lrasversl, sniosi neostrane auhite grandi
difficolta’. Rinunciande alla trasversalita’ del b Bl D0SEOnG SrenTe Tics.
ali che distrugzonn Mesistenzo nd unicita' del foto i temp? fnitl, Aneqs
venenco la Crosversalita' del smoto, Ie pecturhamioni finite inpongono uae
pin’ gensrale definizions di energin polenziels, che deve pasara AugrETita
dalla teoria fscn cella slasticita' Asznemizmo infisie cha essy cresea linear-
mente con la lunghezza dell sorde come supposto fincra in guesto capitola,
allnza il principio vesiezsicrale i Hamilron pErmetie sempnhicomente ad una
Bquazione non lineare della corde vibrante, éi studio eornplessa. Tn gen-
srale voglic dire che superate le approssinisiond fabte all'inizio del capitolo
gl arrive alle equezioni dalle ends non linears (=nuazioni iperbalicke nan
linearijinteressanti ma complicate. {Fine =an feceszatio per L'asame),

5. Cenni sulla serie di Fourier

Consideriama le due seguenti successioni d: funzicni trizonometriche

kx i o~
S —3 |, 20§ — 3 fe=0.1,2,...) {h.1)
! I

Esse hanno in comune In proorists’ di essere fumzion L= in B =
f =z, deoe) el vl periodiche di pericde 2, (fiz ~ 3 = flx) ¥ 2 B,
FEsse godene anche Jella importantisgimeg propriets’ che il procotie o
duz qualungue dirtinte di csse interrern ay un intervialle perl ad va perinda
= = a
2, per esempio Uintervalla {1, 1Y, da’ cemea risultato ZEl:

P R . . s
f_ln: s T sin ==z =0 {k#£), (5.2
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e b 4
df t08 —meos ——1 =0 (k£ K, 5.3
‘."I_ﬂ ; : ¥ (5.3

al
: il E -
d% sin 'I!—:IZ" g —x =0 C84)
. i

Uultima relagione velende anche Der k=i,

Ciascuna delle precedent: squazice! s provis fecilmente mediapte doe
ntegrazioni par parti successive. tenends conte dells neriodizica” delie fun-
gioni. 57 suol dire che le proprieta’ [5.21-(5.4) esprimona il futca che lo
funzioni {3.1) formano un sssese di funzion erfogonali in (-1i). ! Ki-
vorde che dace due funzion; Fiz) # glz) definite in un intervalla b s
suole chiarnara | con linguaggio veztosiale, prevotio seniore delle doe fiys-
zioni nell'intervello {a, &) Iintegrale _Il'u‘ll Fizd alz) dz . Scquesto intamrale
tisulta nulle le due funzioni si dizonn sssers vl lova erfogenali, Come e
aniaro ortogonalice’ di dus Fanzion nom o' un fatto locale, me dipendsa da
tutti i valor che ease pssvmono nellintervalle.)

Se invece si considers 3 quadrato i wne guilungue delle funzioni [5.1]
& st ne fa Mintegrals sull'intervalla [=! 1) esso riesce sempre oositivo e
pEfcEEamEn e

[ fox
Jl'r dx et I—:n = A se b= (5.7

E" evidente che ogni combinnzione lineare o i caef fictent] coslanii,
di un numero fini*o di funzion [3.1) & encora una funzlene regolare in
R ed Wi periodica di perioda . Sj frun’ anche prevedere che o sin fna
tembinazione Lnsar a cefficierts cosrasti di un numera infiniio di fnzioni
(3.1 feventualmente di futte)

fe)

=, hrds i | s [
Yl s + 4, gin Mg ] [3.5]
o)



purche’ la serie di funeion: cui questa combinazione da’ Jyogs ebbia e
TECRSEACIE Dropriaty’ di convargenzi,

Cin' che a prioci non @' inveee fecilmente prevedibile ¢ che costibn-
isoe un risultate molte importante della matematice € i) falto che agni
lunzione fix} sufficiencemente egolare in B (discuteremo tro un atiimo
quanta regolere] ed vl periodica di periode 20 5 pua’ esprimers modienos
UNA SETie driganometrica
n

x| (5.0

ol
fizi= Z| & £os ﬂ:'- + by gin
Fimm I!
con cocfficientd costanti e, 6, univocemente determings,

I sacondo membes della (3.9) = sunle chinmare sritupoo delle Funzione
flz) in serse di funciond frigonometriche o anche, dal nome del sun
SLopritore, i serie of Fourer,

Discutiarme ora sreveimente di quanto debba szsere regodare la funsions
fw]. L'ipotesi che sia di clamse O basta e quind: 'applicssione fatta alla
corda vilwanie o coersnte. 1o realts’ & pua’ indeholice questa assunzions,
fma non troppe. Tofutti ze ipotmeassimo o sola concinuitn” [ cioe' flxh
appartenenta alla clazze O lo sviluppo in serie &) Fourizsr potrebbe non

Dind, che non e scriviama, sinviande per questa ai test snecialigeat] [per
empio il AN, Kolmogorav 5.V, Tomin . Elementi di Tearia delle Fangion
2 di Anefisi Funzionale, MIE Edizioni. Masea 1580). Una ipotesi un o’
piu’ forte e sostanzialmenie simile 2 che la funzions s continue e chi
esistano in agad punta le derivate sinist-e e destss finita revantualmente non
colncidenti).
D'ora innenzi sssumeremn che la funzione da sviluppare sl 8 closze
' ¢ daremo le modalita’ eperative di tala svilupoo, tralascianda le di-
mstrazion rompleze,

Sviluppo di una funzione periodica in serie di Fourier

Siz f{x) una funziens (1 in B ad ivi periodics di petiodn 5 Sunpaosi-
ema che per la fiz) esista wno svilupsa in serie della Forma [3.4] & che iz
seTie meresima sa wniformemente convergente in (=1, 0). & proponiamn df
determinac i coefficients a, 2 6. A tale scopa maltiplichipme i dus mem-

bt clella §3.8) per cos Bz con mointero arbitrerio, & poi incemrinme roa



—I gL Poicke' al seconde membee Ja sorie pue’ assere ntegrata fermine a
terming dito che [ moltiplicarions per cos BEr non alvera la sua uniforme
convergenza, risulta

ol -l

o 1 = ul

mw 11T TR Lo . TE TR

Jlll dr fith cog—pg = Pricy E tn CO5 —2 {05 ——T — r.':c}__. On SN —-1 ang ——rx
-1 | ] 1 I! =i oy |I

(5 10
Tereulo vonto delle relzziond di artogonalitey s viconosce che tusil gl
mtegrali vl secondo nembroe sona nulli selvo unn, quelir corrispondente
wll'm-vsimo cosffiiciente dells soommatorie,
Tenende conto dells (5.6).15.7% si ricave per m ;.f i

a..-_=]TJ|f dr fir) oos 'T.: [3.11)
w
g par i =1
1 : ,
0= f I:{z Sz, [5.12)

Procedendo in mode perlettamente snalogo, dopo aver meltiplicans |
dus membri della (5.8] per gn 202, & clovs il valore & b,

dr flz) E1:'.T_z i5.12)

Bi potrebbe dimostrare che la sore (5.0). seviche con questi coefficienti
snmverge assolutinente ed wniftrmernente, Riassumendo vale il seguente

Teorema i Fourier
Sia {2} uma finzione 0 e B o sui periodicn df seriode 2. Vile per
' F) r
essa lo ssilippo an serie 8 fenrioni frigenometriche fgerie df Fouyrer)

T
- nw o T ,
Flzy= E [ 90 cos —=2 +hy sin ===z | (5.143
L !
n=>11

cof 4 enefiorendi ag, e oo deierminati
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[5.106]
Lo serie &' sssalutomente ed uniformemente CORUEIGERLE % agni inler-
il fndto.
Come gia' dezeo la condizione che 1a lunzione sig di classe 07 [aun essare
indelinlitn,

Caso di una funzione dispari: sviluppo in serie di sali sexn|
Ferme restando per fiz) le ipotesi precedentements 2stunta. aupponis
ame che 254 sin una Minzione dispari { f{~z) = — f{z]. 5i riconosee allova
che tutt: | coefficiente a, sona mufls, Sussiste pertantn unn sviluppa in surie
di anii soni:
-
fla) = 50, en 25, (517}

L i

re=|
von coeflicient dati dalle (3.13) 0 in moda pquivalante de

=

7 g . e
i =2 I|II dr fe) sin ——x (A1)
T T

Casa di una funziane pari; sviluppo in seele di sall coseni

In modo analems 30 rHeonoses che se flad e’ una fonzione peri (fl—z) =
Flz)) cisulta che tutti § by, sono nulli e sussitie lo aviluppo In termming di suli
CoSah

o nw
2 T [ i X
Jlxl = z_ fla 208 —3 [5.12)
=0
o cootficiant deti dalle {3.11) » (3.17) oppure da

L
Eu:?fﬂ:t'l{f:l'”ﬂ_.
i

Prolungamento periodice dispari di una funzione qualunque

Rl B 5

=L
: nE 5 o it
j{ dr fiz) eosmmr fm=1.2..] {520
i I

definita in un intervalio (L} e nulla agli estremi

!
,I'r dF 1) s —r b, = - I|II dr flz) sin—z (m=1.12...
MLy



Consideriame una funziane Fizl definila in un inlervells M, vk di
elasse 1 2 nulla agli estremni, Benche' non si Ltratti di une {unzions peri-
edlicie nol possiamo eostrire per essa uno sviluppo in serie di eali seni, of
vadidita " fimiteds g (0,10) srocedando nel modo ECEUERLE:

1} Prolunghiama la funione allatervalle (=500 enn legge dispar, coe
ponesdo par costruzions

fiz) == f{~z)

Dtbeniamn in tal medo one funzone [ispart), definita celli=tarvalla
(=0}, i i clagse &7 e nolls agl escrersi.

il Prolunghiamn ulteriormante Jo fumzicee o oo IFase raale B ripro-
ducende periodicamente, con periada 2, le funzione ora definita.

=
| =

i &' rostruite it tal medo ung fenzione C7 in B, dispari & periodica
di perinde 2. Vale pertanto per ssse unn sviluppo i soli seni. Feso sarg’
valido in particolare i {0, 1) deve raporesenters’ Variginana funzians fiz).
& questa ultima propricta’ she shbiams fpohcezo nella dizeussinne d=lla

corde vikbraote,

Generalizzazioni

Lueste ultime considerazioni vanlicnn inserire il metods usacn dilla se-
rie ¢i Fourier in un conzesto oin' ampio, che vadrele in dectaglio in ==
guite, Dvvismenle sono interesanti, vanno lette, ma rimangono vage an-
ticiprzioni. DHscotendn o corda vibrante abbismo fatto s ppplicasions
cirzesinitta della serie & Fourier, Liven o' moalto pig’ grnerale & denso o
significalo fisicd, corme vedvets in forei successivi B profondo il fatio che
il suene emesso da uno stromento tipo chilarra possg essere EoCAnpOst
in ermaniche fondamentali. Tali armonisie possonn essere cambiate cam-
hizndo la lunghezza della corda (cioe’ romprenendo con e dita della s
sirustra divers: punti della esrda linzao la tastiera), agmustende la tensione
delle corda al momento di eecordare la chitarrn o wsande corde di diverse
densita’; Una volta stebilita guesto, la corda eccitasa smette un UG £05-
tizuita da una soveapposizione delle armonics fondamentaie e de: multipk
di guesta. Come sin fatia quests sovrapposizions dipende dello stumento
& mrvedbae della mmaniers o syonarln.

Qezervinma cha Puse che azbiamn fubta dells serie 48 Fourier o dipesn in
modo essenalale dalla lineurita' dall’squezione dells corda vibsanse e dalle

4



sue condizioni &] eontorna, (Mon necessarin FEr Vesameh, 51 pun' andars a
piu’ dimensicni nellequesione delle ande 2/ studiate altre squaziom [per
semple Feguazione del celore che wedrete piv’ in e},

Una altra importante genaraliziazione, che vedrete diffisamante in corsi
successinvi, consiste nel cinoncizre pd approssimere s fezions dota pun-
tualmenta, limitandoci ad appressimarie in medin, | rizultati ottennit =i
applicane ad wna classe melte vasna di funzion:,

Si puo’ anche rinuneiase ella assunzione dells periadicsta’ sosituenda
la serie ron un integrale ed ottanendn Je cosidetia tras formate df Fourier
{vedrets anche gueste in EEqit0)

Finiamo con due asservezioni: la prima o' che anche par i fenomeni
elettromagnetici 2i pue' usere i metede di Fourter e 3§ e armoniche fon-
cementali diventans 1 colori, La seconda cssecvizions che in aloeuni campi
della fisice 1 coefficienti di Fourier (e/o le Inro generalizzazion: continge)
#oguiEtanc tn profondo serificars Fsion, che supera il mero strumento
witematicn. (Fine non necesario per Ueseme),



