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Mappe della radiazione di fondo cosmico (CMB)

Fluttuazioni di brillanza attorno alla brillanza di un corpo nero a Tcmb = 2.725 K

2h1° 1
BB(V7 T) — 2 hv — ﬂ
¢ ert —1 KT
dBB(v,T)
AB(v,T) = ’ AT
dT T'=Tcmp
AB(v,T) = re” BB, Temp) AT Posso esprimere le anisotropie in termini di

et —1 Temp fluttuazioni di temperatura AT
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Il cielo a microonde — spettro di potenza angolare

s Cosa ci aspettiamo di misurare?
@ Le mappe riportano fluttuazioni di temperatura.

I'tn) - (T'(n))
(I'(n))

= |n pratica assomiglia piu a un rumore che a un segnale. Nell'universo primordiale non ci

sono strutture, ma solo fluttuazioni casuali
- Siamo quindi interessati alle proprieta statistiche di questo segnale

A(h) =

@ Sotto l'ipotesi di gaussianita tutta I'informazione statistica €' contenuta nella funzione di
correlazione angolare a due punti, che ci dice quanto sono correlati in media due punti
separati in cielo da un angolo 6:

(6) = (A(R)A(R)) f -1 = cos(d)

@ La funzione di correlazione €' la trasformata di Fourier dello spettro di potenza

= La funzione di correlazione angolare €' la trasformata di Legandre dello spettro di potenza
angolare (dimostrato nelle prossime pagine)

oo

o(0) = % S (26 + 1)Cy Py(cos )
£=0
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Il cielo a microonde — spettro di potenza angolare

For functions that live on a sphere, the analogue of a Fourier expansion is an expansion
in spherical harmonics. The spherical harmonics are defined as

4 21{ —|_ ]' ({} T ﬂl}! T LTI
}fE"n'L (9" 5‘9) — J A ({; + m }I PE' (CDS Q)E ‘F'.'

where P/" are the associated Legendre functions, and £ and m are integers such that
{ > 0 and |m| < {. They have the symmetry property that

}K;}—m. — ( _ ]- )m- }.F*

Pt

where * denotes complex conjugation. These functions form a complete orthonormal

set on the unit sphere. The orthonormality means that

/ :'f:ri“;': 10) J-f:r'ru'(i“';'.'- ‘;j)ffﬂ — 5{"5"51'11111"?
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Il cielo a microonde — spettro di potenza angolare

and the completeness means that we can expand any L? function A as

o0 £
— Z Z ﬂﬂf'm.}-:f'm(g1 ‘7‘9)1

=0 m=—{

where
ﬂf”l _f}r:;ra r : [T:'A)dﬂ

We use the differential solid angle notation
d€) = sin 6 dfde.
Also, we will sometimes replace # and ¢ by the unit vector

N = (sin# cos @, sin # sin @, cos 0)

f() is an L2 function if /X £ ()| dz < oo
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Il cielo a microonde — spettro di potenza angolare

With this notation, the so called addition theorem for spherical harmonics states that

. 5 20 + 1
Z }Ern( ]) ET”( )

m=—f

Py(fa - 7).

m

where P, = P} are the Legendre polynomials.

s Quindi
c(f) = (A(m)A(n’))
(55 o) (£ 5 i)

0m=—4¢ Om’/=-—2¢

f=
m= o  m={

‘
LD D D {amai,)Yun ()Y, (1)
¢

I=0m=—00=0m'=—¢'
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Il cielo a microonde — spettro di potenza angolare

o m=f oo m=l

7 Y S‘ Y (@em @y ) Yem ()Y, (0')

I=0m=—01{"=

s Sotto rotazione del sistema di rlferlmento, le armoniche sferiche sono
modificate
@ | nuovi coefficienti a'(/,m) dipendono da a(/',m'), con [I'=[ (vedi slide successiva)

s |sotropia: non ci sono direzioni privilegiate.

@ Per ogni rotazione del mio sistema di riferimento, devo avere la stessa varianza dei
coefficienti a;,,,.

@ La varianza dipende da / e non da m. Valgono le relazioni: (A @orme) = 0001 Omms Co

C(H ZCE Z Yi?m }/Km )

m=—/

o) = ﬁ Z Co(20 + 1) Py(cos 0)
£=0

s |'informazione presente nella correlazione a 2 punti ¢(6) quindi pud essere
contenuta nello spettro di potenza angolare C;, varianza dei q;,,

s (i serve un estimatore
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. My
u®,¢) = Z Z MY, (0, ). Gimbutas Z, Greengard L A fast and stable method for rotating spherical )
harmonic expansions. | Comput Phys 2009;228(16):5621-7.

1.1. Rotation operators

Let E denote the usual coordinate system defined by the axes:
e; =(1,0,0), e;=(0,1,0), e3=(0,0,1), (4)

and let F be a rotated orthogonal coordinate system with the same origin and axes fi, f,, f3. We will occasionally refer to Pg
as the coordinate representation of a point P with respect to E and Pr as the coordinate representation of P with respect to F.

We assume that (o, 8, 7) are the standard Euler angles [1,15] that define the rotation from E to F using the z—y—z conven-
tion in a right-handed frame. That is, we first rotate by an angle « about the z-axis, then by an angle # about the new y-axis,
and finally by an angle y about the new z-axis.

Theorem 1 (See, for example, [1]). Let (0, ¢) denote the coordinates of a point P in the system E and let (¢',¢"') denote the
coordinates of P in the system F. Then the function u(P) defined in (3) can be expressed as

[ 4] n
=Y 3 MTY(0,¢), (5)
n=0 m'=-n
where
n
_ Y o ®
M=-n

The coefficients of the transformation are given by
Dﬂm‘__m _ Et’m';:dnm‘_.m [ﬁ]EEmI, ('}']
where

(CGSE)Z(n—sHm—m [ in %)Zs—mﬂn“

(m+m—s)isi(m —m+s)!(n—m’' —s)!’

A1 (B) = ()" " ) () ) S

with the range of s determined by the condition that all factorials are non-negative.

Remark 1.1. The formula (8) is due to Wigner [18]. Note that the rotation operator uncouples spherical harmonics of dif-

il ferent degree.




Il cielo a microonde — spettro di potenza angolare

s Estimatore dello spettro di potenza angolare

(@p, Qo) = 00t O Cle Spettro di potenza angolare
~ ]_ +1 _ ]
C,= Tl Zm:_l a,.da,. Estimatore
A 1 + 1 B
<Cl>ens 2I+ 1 Zm—_l< lma/m>ens
¢ usando la def. dello spettro di potenza
_ 1 +/
21+1 Zm:—’C’
# usando l'isotropia della CMB
:C/
o) £
/ 3(91 *:‘D) — Z Z a-'f'm}-:f'm(gv ‘7‘9)
Va|0re vero =0 m=—{

Agm —f}ﬁm‘rg —\(Hv Lrs)dﬂ
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Il cielo a microonde — spettro di potenza angolare \\e

IDL O

(Am)A(0'))

1
yp Z C¢(20 4 1) Py(cos 0)
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Il cielo a microonde — spettro di potenza angolare Se=

IDL O

100
multipzle
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Il cielo a microonde — spettro di potenza angolare

c(6 = 0) = varianza mappa

1 O
el = T Z Cy(2¢ 4+ 1)Py(cos )
£=0

P(1)=1

Var(A)=c(0 =0) = % i Ce(20+41)
¢=0

Ll
100.000

Il primo picco a /=200 corrisponde al bump a 1 grado

Lo spettro di potenza angolare €' piu' leggibile

La maggior parte dei metodi di stima dei parametri
cosmologici parte da misure di spettro di potenza
angolare

Alcuni metodi si basano invece sulla funzione di
correlazione (vedremo vantaggi e svantaggi)

HE+1)0/ 2 ()

multipele 1
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Il cielo a microonde — spettro di potenza angolare SeF

s Da un modello teorico €' possibile prevedere lo spetto di potenza angolare,
o anche la funzione angolare correlazione a due punti

L e a s aaal L PRI I I
. Hu 1100 I“ I““

1000
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Planck 2015
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Planck Collaboration: The Planck mission
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Fig. 9. The Planck 2015 temperature power spectrum. At multipoles £ > 30 we show the maximum likelihood frequency averaged
temperature spectrum computed from the P1ik cross-half-mission likelihood with foreground and other nuisance parameters deter-
mined from the MCMC analysis of the base ACDM cosmology. In the multipole range 2 < £ < 29, we plot the power spectrum
estimates from the Commander component-separation algorithm computed over 94 % of the sky. The best-fit base ACDM theoretical
spectrum fitted to the Planck TT+lowP likelihood is plotted in the upper panel. Residuals with respect to this model are shown in
the lower panel. The error bars show +1 o uncertainties. From Planck Collaboration XIII (2015).
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Natura stocastica della CMB: la varianza cosmica

Calcoliamo ora la varianza dell'estimatore appena definito:
2
Var|C,|=(C?)~(C,)

usando la def. dell'estimatore e il suo valore atteso
+1 _ 1 +1
2/+1 DML 21+1 2= Bim B ) =€
separando i casi m=m'e m=m'

1 +/ . . _ _
) (2 /+1>2 {Zm:—/ <a/malmalmalm>+2‘4m Zm';ﬁm <almalma/m'a/m'>}_clz

/ \- LY
molteplicita 21+1 molteplicita (21+1)2I

per una gaussiana si ha, momento 4= J dx X4f(X)=3(02)2=1/I;ZX/
_ 1 ‘/2 2

((21+1)3C5+(214+1)2IC7}—C:

=

(21+1)?
1
PTFSY ((21+3)C7)-C7
— 5 I2 T C? E' la varianza cosmica
_|_
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Significato della varianza cosmica

E' un limite intrinseco alla precisione nella stima dello spettro di potenza, e di conseguenza dei
parametri cosmologici, dovuto alla natura stocastica del problema. Osservando una sola
realizzazione di Universo siamo limitati dalla funzione di distribuzione delle grandezze che andiamo
a stimare. Anche un esperimento ideale € soggetto a questo limite.

Dal punto di vista statistico, la varianza cosmica ci dice che la variabile

(2/1+1)C,/C,
e descritta da una distribuzione chi-quadro con (21+1) gradi di liberta.
« La varianza del chi-quadro vale 2 volte il numero di gradi di liberta

Saremmo potuti giungere alla stessa conclusione con le seguenti considerazioni:

*se X & una variabile gaussiana, allora x*/c* & descritta da una distribuzione chi-quadro con 1 grado
di liberta,

« identifichiamo x=a_, 6°=C

 dalla definizione dello spettro si ha che per ogni valore di / sommiamo (2/+1) variabili, ognuna

descritta da chi-quadro con 1 grado di liberta.
* || quadrato il una gaussiana e' un chi2 con 1 grado di liberta
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Significato della varianza cosmica

s | o spettro di potenza € definito come media d'ensemble del modulo al
quadrato dei coefficienti a,,,. Avendo a disposizione una sola realizzazione

di cielo non possiamo fare la media sull'ensemble, ma possiamo simularla
assumendo l'isotropia e mediando per ogni / su tutti i valori possibili di m.

s  Tanto piu / e grande, tanti piu valori di m potremo mediare e tanto piu la
media si avvicinera a quella d'ensemble. Per questo motivo, la varianza
cosmica decresce all'aumentare di /.

10000 T T T

1000

C, e(e+1)/(2m) (LK)

100 L L
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4
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Effetto del rumore strumentale

Lo spettro di potenza viene calcolato partendo dalla mappe delle anisotropie, ma
per un esperimento reale nella mappa sara presente anche il rumore
strumentale. Sfruttando la linearita della trasformata in armoniche sferiche si
ottiene:

d=[, dad(m)Y, =[, doa2 @)Y, +[, den(A)Y, =a,,+n,,

Im™— J 4x Im™ J 4x T

ossia i coefficienti dello sviluppo in a.s. stimati in questo modo sono la somma di
quelli del segnale e di quelli del rumore. Di conseguenza:

2 1

A 1 +1
C)H)= d _d, )=
(€ 2/+12m=—’< ym @i’ 2/+1

Z;l:_/ <(alm_l_r]lm)<élm+ ITIIm)>

1 +1 B B - B
:2[_|_1 Zm:—l<(almalm+ r]/mr]lm—|_almnlm+ n/ma/m)>
1 +1
=577 2ot (CHC)=C+C

L'estimatore non € piu unbiased e bisogna rimuovere il contributo del rumore. Una
possibilita & ricavare cMdalle proprieta dello strumento e sottrarlo nella stima. Un'altra &
combinare dati da diversi rivelatori assumendo che il rumore sia scorrelato.
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Effetto del rumore strumentale
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Spettro di potenza del rumore

s Quanto vale lo spettro di potenza angolare del rumore nella mappa, N_ell ?

@ Supponiamo che il rumore dello strumento sia bianco, e che produca termine di rumore
bianco nella mappa N_ell = cost (non dipende dal ell)

Supponiamo che nel cielo ci sia solo il rumore (no segnale)
Divido il cielo in n pixel
La deviazione standard in un pixel vale

o a1 N
apm—C(H—O)—EZNg(%Jrl)—4—2(2€+1)

T

@ Se ho n pixel, il numero di dati indipendenti €' tale che posso stimare n coefficienti di
armoniche sferiche indipendenti. Quindi posso stimare lo spettro di potenza fino a un elle

tale che
Z(% +1)=n

@ Quindi se N_ell €' bianco (costante) allora posso dire

2 Ny 4T

- L] L] - - 2
o —n quindi Ny = —Opiz = meopm

P A
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Contributo del rumore allo spettro di potenza angolare

s A partire dalle caratteristiche dello strumento

NE = () iwa2ix A7t
e N, = NET22™
, 1 TN
= NET
pm: Npr:
T
Tiz =
pLxr sz’ag
47 f
Npiz =
prx me
Tpiz = Hhpia Spettro di potenza del rumore.
Arf Lo possiamo stimare e sottrarre. Quello
drf che ci interessa ¢ il suo contributo alla
- .
NET2 varianza
p”" TNQyig
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Effetto della risoluzione strumentale

s Un esperimento reale ha una risoluzione angolare finita, descritta da
una funzione di risposta B(0,¢) o, nel caso di una risposta
gaussiana, dalla FWHM.

s Quindi, osservando una direzione, lo strumento riceve da tutto il
resto del cielo dei contributi che vengono pesati con la risposta
angolare. In termini matematici si tratta di una convoluzione:

AT AT

)=], dQ'B(0'-0,4' —)=(0", ")
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Effetto della risoluzione strumentale

s Passando nello spazio armonico, in analogia con quanto avviene
nello spazio di Fourier, l'integrale di convoluzione si riduce ad un
prodotto:

AT

d,m:Lndeth'B(e'—e,q)'_q))?

s dove b _sono i coefficienti dello sviluppo in armoniche sferiche della

risposta angolare.

s Nel caso di risposta angolare Gaussiana
=< Window function in spazio di multipoli

(0, ¢")Y,,(0,4)=b, a,,

By = by, = exp[—0.50(f + 1)0?]
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Rumore e risoluzione strumentale

s \arianza cosmica in assenza di rumore

. 2
Var(Cy) C?

s Dati in presenza di rumore e beam (risposta angolare)
de,m = agmBe + npm

DE — <d£,mdz,m>ens — CEB[? + NE

@ |'osservabile & ﬁg — CEB? + Ng

@ Da cui poi ricavero ~ ﬁg — Ng

C
14 Bg
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Stima dell'errore nello spettro di potenza angolare

s A partire dalle caratteristiche dello strumento possiamo stimare:

4t f
N, = NET? L
¢ TN

spettro di potenza del rumore. Lo possiamo sottrarre allo spettro di potenza
della mappa (segnale + rumore) Quello che ci interessa €' la varianza.

Senza rumore abbiamo ricavato AN 2 2
Var(Cy) = Y 105
Con il rumore si ricava: ) ,
Var{C,} = Var{D,/B2} = (é N BQ)
ar{Cy} = Var{D,/Bj } T 7\ + N¢/Bj

[26] L. Knox, Phys. Rev. D 52, 4307 (1995).

9 N
Al = \/(2z+1)f (OHNE/B?)
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Planck 2014 angular power spectrum

Planck Collaboration: The Planck mission
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Fig. 9. The Planck 2015 temperature power spectrum. At multipoles £ > 30 we show the maximum likelihood frequency averaged
temperature spectrum computed from the P1ik cross-half-mission likelihood with foreground and other nuisance parameters deter-
mined from the MCMC analysis of the base ACDM cosmology. In the multipole range 2 < ¢ < 29, we plot the power spectrum
estimates from the Commander component-separation algorithm computed over 94 % of the sky. The best-fit base ACDM theoretical
spectrum fitted to the Planck TT+lowP likelihood is plotted in the upper panel. Residuals with respect to this model are shown in
the lower panel. The error bars show +1 o uncertainties. From Planck Collaboration XIII (2015).
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http://adsabs.harvard.edu/abs/2015arXiv150201589P

CMB Temperature

The primeval plasma can be described by
Density field (coupled to photons temperature )
Velocity field (related to density field by continuity
equation)

The fields can be decomposed in Fourier space
Each k component can be treated independently from the others

Single k mode
s I e amplitude evolves

— k I a5 a harmonic oscillator
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CMB Temperature

diuis Ays paauasqo
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Origin of CMB Polarization

In the plasma, matter and radiation are tightly coupled by
Thomson scattering

Thompson scattering in the plasma
originates linear polarization

d O Thomson
, )
d_QOC |€ ‘€ ‘ » — Scattering
E.!'
Thomson scattering cross section
Linear
IPolarization
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Polarizzazione della CMB modi E e modi B

The Stokes parameters of the CMB are function of the direction in the sky,

ﬁ:, and two directions perpendicular to 7 that are used to define @ and U, (e,

€2), that correspond to spherical coordinate system (&g, €,). While the intensity

[ is invariant under rotation in the (e, e2) plane, (2 and U transform under a
rotation of an angle ' as

(Q+iU) () = e™*(Q +iU)(7) (1.80)
(Q —iUY(h) = e¥2¥(Q — iU) (R) |

The quantities () & iU are named spin-2. The statistical properties of the radi-
ation field are usually described in terms the spherical harmonic decomposition
of the maps. This basis is very natural because the statistical properties of
anisotropy are rotationally invariant. The standard spherical harmonics are not
the appropriate basis for ) + iU because they are spin-2 variables, but a gen-
eralization exists, the spin weighted basis [112], 19Y},,, that is used to expand
) + iU as

(Q‘HU) ﬁ =2 tm O420m +2Yim (1)
(Q —iUNR) = D) 1 @—20m —2Yim(72)

where the relation a”,, = as; ,, must be satisfied.
5 )
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Polarizzazione della CMB modi E e modi B

Instead of a42,, it is convenient to introduce their linear combination

1
il = — =\l l_ 72
Eim = ~3(024m + 0—2m) (1.82)
AR lm — il(ﬂlgm — H‘—E,Em)
and define
E(ﬂ-) — Z.I._.m- ﬂ-b‘?fm }Em [ﬂ} (]_ 83)

B(n) = 31 1 @8 im Yim(72)
E and B completely specify the linear polarization field.

E(n)and B(n), like the temperature field T'(n), are invariant under rotation.
Under parity, however, E and B behave differently, E remains unchanged, while
B changes sign. In figure 1.6 are represented patterns of linear polarization that
produce values of E and B different from 0 in the center of the pattern (x
symbol).
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Polarizzazione della CMB modi E e modi B

J= 0
— BN

Figure 1.6: E-type and B-type patterns of linear polarization. The cross
in the center of each pattern is the direction in which F and B are
computed. Note that to go from a pattern to the other is just matter of
a rotation of each rod.
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Polarizzazione della CMB modi E e modi B

E(n) and B(n), like the temperature field T'(r1), are invariant under rotation.
Under parity, however, E and B behave differently, E remains unchanged, while
B changes sign. In figure 1.6 are represented patterns of linear polarization that
produce values of E and B different from (0 in the center of the pattern (x
symbol).

Using the symmetry consideration of previous section, we can state that
gravitational waves can produce E and B-mode polarization, while density per-
turbation can produce only E-mode polarization. B-modes in the CMB polar-
1zatlon can be generated only by gravitational waves.

It is important to stress that whether a polarization field has an F or B
component in a certain direction 7, it is a property of the pattern of polarization
around that direction and not in the direction itself. E and B are non-local
quantities. More details on (Q, U) to (E, B) transformation are in [110] and [12].
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Polarizzazione della CMB modi E e modi B

We have three sets of multipole moments, apgm, ap i and ap iy, which
describe the temperature/polarization map of the CMB.

Angular power spectra and cross-spectra

i:ﬂfj,;mﬂ-'r.zfm! y = Cglﬁw - (1.84)
(OE imEm) = Céhﬁwﬁmmf (1.85)
(0B 1B Im!) = Cféﬂ"émm’ (1.86)
(@ ym@B gy = Cg O Smmy (1.87)

where the brackets denotes ideal ensemble averages.

Francesco Piacentini Spettro di potenza angolare



Polarizzazione della CMB modi E e modi B

The best estimators of the power spectra that we can make from a full sky
map is averaging over all the values of m for each (:

I

= zal+1 Z_f?‘immm )
1 o

CF = 57 2o “EimOEim (1.89)
- 1 - |

Cf = 5 ;Eagmaﬂ,;m (1.90)
1

CIE = T Y @ (1.91)
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Stima dell'errore nello spettro di potenza angolare

s Estimatori
s Per temperatura, nel caso di rumore, avevamo (, =

Indicato con N_ell
in slide precedenti

The estimator for the temperature power spectrum is [26],

a1, im|”
lz 2] +m1 - (41)
Similarly for polarization and cross correlation the optimal estimators are given by [14]

Cli = Z |98 im | _u_,-l- Jod T Equivalente per la
B 21 + 1 " / polarizzazione
Cpi = Z az, Im —w 1 elon

20+ 1
X [ (GE; ar im + AE Ima7 ) 2_2
Cor = T | e, 42

“ Z 22+ 1) ) (42)
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Stima dell'errore nello spettro di potenza angolare

s Covarianza (in analogia al rumore in presenza di beam e rumore)

The covariance matrix between the different estimators, Cov(X X') = ((X — (X))(X' — (X'})) is easily calculated
using equation (40). The diagonal terms are given by

- 2 2
CI . __,'2 — CT -1 f b A A X
D""’{ Tf) 21 1] ( T+ wT } Var{Cg} = Var{De/Bg} - (2l _ﬁ 1)]0 (Cg + Ng/B?)Q
. 5 0 2 . _ 2 52
C.-DV{CE'{) — m(‘c’EJ —|—'.'_,|'_.‘P1E!I r_.}?
Cov(C%) = m(ﬂg; +uwplel7t)
" 1 5 3 _ 2,2 _ 2,2
Cov(CEr) = 3 [CE1 + (Cru+ wie ™) (Cor + wp'e”™ ). (43)
The non-zero off diagonal terms are
A A2 g
Cov(CriCri) = N1 1Cc
o 2 . 1 22
Cov(CriCry) = ST ICCI{CTJ + wrlel b
oA A 2 a2 —1 1707
Cov I:CE[CQJ) T ICCI{CE{ +wpe ). {44]

Zaldarriaga Seljak, Phys. Rev. D 55, 1830-1840 (1997)
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Planck 2015 — TE — EE power spectra

10} ' | | ] 100 ' | ]

CFE [107° uK?

w 10 + H 1 d
E“Im U‘ - . I:f_],e__' L
Q.z - 1 < 5 s 1] 3
<1 40 L_Z <d 4t { E
b i il i Il L 1 1 1 L L n 3 1 L i ) ] i 1 ! I L ] 17
30 500 1000 1500 2000 30 500 1000 1500 2000
4 4

Fig. 10. Frequency-averaged T E (left) and EE (right) spectra (without fitting for T—P leakage). The theoretical TE and EE spectra
plotted in the upper panel of each plot are computed from the best-fit model of Fig. 9. Residuals with respect to this theoretical model
are shown in the lower panel in each plot. The error bars show +1 o errors. The green lines in the lower panels show the best-fit
temperature-to-polarization leakage model, fitted separately to the T E and EE spectra. From Planck Collaboration XIII (2015).

http://adsabs.harvard.edu/abs/2015arXiv150201589P
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BB power spectrum data collection
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BB power spectrum, after Planck dust subtraction
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http://adsabs.harvard.edu/abs/2015PhRvL.114j1301A
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